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AVERTISSEMENT 


JL  É  S  Leçons  sulyantes^  cleatUiées  à  sepvk  da 
commentaire  et  ^  ^i^pplément  a  U  première  par^ 
tie  de  la  Théqric  de^  Fonctions  analytiques^ 
offrent  un  couit»  d'analyse  sur  cette  partie  du 
calcul  y  qu^on  nomme  communément  irifinitési^ 
maie  ou  transcendante  y  et  qui  n'est  proprement 
que  le  Calcul  des  Fonctions, 

Ceux  qui  ont  étodié  le  Caiteul  Di£férentiel  ^ 
^pourront  se  focmec  dans  cps  L&^n$>.  des^  notions 
simples  et  exactes  de  ce  calcul  ;  ils  y  trouveront 
aussi  des  formules  et  diss  métkodes  nouvelles^ 
ou  qui  n*ont  pas  encore  été  présentées  avec  toute 
la  clarté  et  la  génér^ité  qu'on  ppurrait  désirer. 

Dans  cett«  noavelle  édition  on  a  retouché  plu? 
sieurs  endroits  pour  y  mettre  plus  de  clarté  et  de 
simplicité  y  et  on  a  insété  dijOPéréntes  additions 
-dont  les  principales  se  trouvent  dans  les  Leconft 
dix-huitième  y  vingtruniàme  et  vingt-deuxième» 
Cette  dernier^  contient  \m  traité  cgmpliM;  du  Çal^ 
cul  dv^s  Yariations. 
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LEÇON     PREMIERE. 

Sur  Vobjet  du  Calcul  des  Fonctions  ,  eu  sur 

les  fonctions  en  général. 


LA-'- 
E  calcul  des  fonctions  a  le  même  objet  que  le  calcul  diffié-  % 

rentiel  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu  ^  mais  il  n'est  point  •>; 

sujet  aux  difficultés  qui  se  rencontrent  dans  les  principes  et 

dans  la  marche  ordinaire  de  ce  calcul  :  il  sert  de  plus  à  lier  I« 

calcul  différentiel  immédiatement  à  l'algèbre ,  dont  on  peut 

dire  qu'il  a  fait  jusqu'à  présent  une  science  séparée. 

On  connaît  les  difficultés  qu'offre  la  supposition  des  infini- 
ment petits  y  sur  laquelle  Leibnitz  a  fondé  le  calcul  différen-^ 
tiel.  Pour  les  éviter  y  Euler  regarde  les  différentielles  comme 
nulles,  ce  qui  réduit  leur  rapport  à  l'expression  zéro  divisé 
par  zéro ,  laquelle  ne  présente  aucune  idée.      * 

Mackumn  et  A^Alemhert  emploient  la  considération  des  li-^ 
mites  et  regardent  le  rapport  des  différentielles  comme  la  limite 
du  rapport  des  différences  finies ,  lorsque  ces  différences  de- 
viennent nulles. 

Cette  manière  de  représenter  les  quantités  différentielles  ne 
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3  CALCUL 

fait  que  reculer  la  difficulté  ;  car^  en  dernière  analyse  ,  le  rap- 
port des  différences  évanouissantes  se  réduit  encore  à  celui  de 


zéro  à  zéro.  ' 


D'ailleurs  on  peut  observer  que  c'est  improprement  qu'on 
applique  le  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expres- 
sion analytique  lorsqu'on  y  fait  évanouir  certaines  quantités , 
parceque  ces  limites ,  après  avoir  décru  jusqu'à  zéro  ^  pour-' 
raient  encore  devenir  négatives.  De  même  qu'en  géométrie , 
on  ne  peut  pas  dire  à  la  rigueur  que  la  soutangente  soit  la  li- 
mite des  sousécantes ,  parceque  rien  n'empêche  la  sousécante 
de  croître  encore  lorsqu'elle  est  devenue  soustangente. 

1j&^  véritables  limites^  suivant  les  notions  des  anciens,  sont 
des  quantités  qu'on  ne  peut  passer,  quoiqu'on  puisse  s'en  ap- 
procher aussi' près  que  l'on  veut  ;  telle  est,  par  exemple,  la 
circonférence  du  cercle  à  l'égard  des  polygones  inscrit  et 
circonscrit ,  parceque ,  quelque  grand  que  devienne  le  nombre 
des  côtés ,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cercle ,  ni 
l'extérieur  n'y  entrera.  Ainsi  les  asymptotes  sont  de  véritable» 
limites  des  courbes  auxquelles  elles  appartiennent,  etc. 

Au  reste  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse  ^  par  la  con- 
sidération des  limites  envisagées  d'une  manière  particulière  ^ 
démontrer  rigoureusement  les  principes  dn  calcul  différentiel  ^ 
comme  MacUmrin ,  à*jilembert  et  plusieurs  autres  auteurs 
après  eux  l'ont  fait.  Mais  l'espèce  de  métaphysique  que  Foa 
est  obligé  d'y  employer ,  est  sinon  contraire  ,  du  moins  étran- 
gère à  l'esprit  de  l'analyse  qui  ne  doit  avoir  d'autre  métaphy- 
sique que  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et  dans 
les  premières  opérations  fondamentales  du  calcul. 

A  l'égard  de  la  méthode  des  fluxions ,  il  est  vrai  qu'on  peut 
ne  considérer  les  fluxions  que  comme  les  vitesses  avec  lesquelles 
les  grandeurs  varient ,  et  y  faire  abstraction  de  toute  idée  mé- 
canique ;  mais  la  détermination  analytique  de  ces  ^tesses  dé« 
pend  aussi ,  dans  cette  méthode ,  de  la  considération  des 
quantités  inSoiment  petites  ou  év^nouiâsantes  ;  elle  est  par* 
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Conséquent  sujette  aux  mêmes  difEcultés  que  le  calcul  diffé- 
rentiel. 

Quand  on  approfondit  ces  différentes  méthodes  ou  plutôt 
^es  différentes  manières  d^enyisager  la  même  méthode,  on 
trouve  qu'elles  n*ont  d'autre  but  que  de  donner  le  moyen  d'ob- 
tenir séparément  les  premiers  termes  du  développement  d'une 
fonction ,  en  les  détachant  et  les  isolant ,  pour  ainsi  dire ,  du 
reste  de  la  série  ^  parceque  tous  les  problèmes  dont  la  solution 
exige  le  calcul  différentiel  y  dépendent  uniquement  de  ces 
premiers  termes.  £t  on  peut  dire  qu'on  remplissait  cet  objet 
sans  presque  se  douter  que  ce  fut  là  le  seul  but  dés  opérations 
du  calcul  qu'on  employait. 

La  considération,  des  courbes  avait  fait  naître  la  méthode 
des  infiniment  petits ,  qu'on  a  ensuite  transformée  en  méthode 
des  évanouissans  ou  des  limites ,  et  la  considération  du  mouve- 
ment avait  fait  naître  celle  des  fluxions.  On  a  transporté  dans 
l'analyse  les  principes  qui  résultaient  de  ces  considérations  \  et 
on  n'a  pas  vu  d'abord ,  ou  du  moins  il  ne  paraît  pas  qu'on  ait 
vu  que  les  problêmes  qui  dépendent  de  ces  méthodes ,  envisagés 
analytiquement  y  se  réduisent  simplement  à  la  recherche  des 
fonctions  dérivées  qui  forment  les  premiers  termes  du  dévelop- 
pement des  fonctions  données  y  ou  à  la  recherche  inversé  des 
fonctions  primitives  par  les  fonctions  dérivées. 

Newton  avait  bien  remarqué  dans  sa  première  solution  du 
problême  sur  la  courbe  décrite  par  un  corps  grave  y  dans  lia 
miUeu  résistant,  qiie  ce  problême  devait  se  résoudre  par  les 
premiers  termes  de  la  série  de  l'ordonnée  ;  mais  il  se  trompa 
dans  l'application  de  ce  principe ,  et  dans  sa  seconde  solutioji 
il  employa  purement  la  méthode  différentielle ,  en  considérant 
les  différences  de  quatre  ordonnées  successives  ;  et  quoiqu'il  ait 
laissé  si:^>si8ter  le  passage  où  il  dit  que  le  problème  se  résoudra 
par  les  premiers  termes  de  la  série ,  on  voit  que  ce  passage  n'a 
plus  de  rapport  immédiat  à  ce  qui  précède  ni  à  ce  qui  suit. 

11  est  donc  plus  naturel  et  plus  simple  de  considérer  immé^ 
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diatement  le  développement  des  fonctionfl ,  sans  employer  le 
circuit  métaphysique  des  infiniment  petits  ou  des  limites  ;  et 
c*est  ramener  le  calcul  dilFérentiel  à  une  origine  purement 
algébrique ,  que  de  le  faire  dépendre  uniquement  de  ce  déve- 
loppement. 

Mais  à  la  naissance  du  calcul  dilFérentiel ,  on  n*avait  pas  en- 
core une  idée  assez  étendue  de  ce  qu  on  entend  par  fonction. 

Les  premiers  analystes  n'avaient  employé  ce  mot ,  que  pour 
désigner  les  différentes  puissances  d'une  même  quantité  ;  on  en 
a  ensuite  étendu  la  signification  à  toute  quantité  formée  d'une 
manière  quelconque  d'une  autre  quantité  ;  et  il  est  aujourd'hui 
généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  valeur  d'une  quan- 
tité dépend ,  suivant  une  loi  donnée  ^  d'une  ou  de  plusieurs 
autres  quantités  données. 

Sous  ce  point  de  vue  on  doit  regarder  l'algèbre  comme  la 
science  des  fonctions ,  et  il  est  aisé  de  voir  que  la  résolution 
des  équations  ne  consiste^  en  général ,  qu'à  trouver  les  valeurs 
des  quantités  inconnues  en  fonctions  déterminées  des  quantités 
connues.  Ces  fpnctions  représentent  alors  les  différentes  opéra* 
tions  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les 
valeurs  de  celles  que  l'on  cherche ,  et  elles  ne  sont  proprement 
que  le  dernier  résultat  du  calcul. 

Mais^  en  algèbre^  on  ne  considère  les  fonctions  qu'autant 
qu'elles  résultent  des  opérations  de  l'arithmétique ,  généralisées 
et  transportées  aux  lettres ,  au  lieu  que  dans  le  calcul  des  fonc* 
tions  9  proprement  dit  y  on  considère  les  fonctions  qui  résultent 
de  l'opération  algébrique  du  développement  en  série  lorsqu'on 
attribue  à  une  ou  à  plusieurs  quantités  de  la  fonction ,  des  ac- 
crpissea^ns  indéterminés. 

Le  développement  des  fonctions  >  envisagé  d'une  manière 
générale ,  donne  naissance  aux  fonctions  dérivées  de  différent 
ordres  ',  et  l'algorithme  de  ces  fonctions  une  fds  trouvé  y  on 
peut  les  considérer  en  elles-mêmes  et  indépendamment  des  se-* 
ries  d'où  elles  résultent.  Ainsi  une  fonction  donnée  étant  re-« 
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gardée  comme  primitive  ^  on  en  peut  déduire  par  des  règle» 
simples  et  uniformes  d'autres  fonctions  que  j'appelle  dérivées  v 
et  lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  entre  plusieurs  varia- 
bles; on  peut  passer  successivement  aux  équations  dérivées, 
et  remonter  dé  celles-ci  aux  équations  primitives.  Ces  trans- 
formations répondent  aux  différentiations  et  aux  intégrations  * 
mais  dans  la  théorie  des  fonctions  elles  ne  dépendent  que  d'o— 
pérai^ns  purement  algébriques  ^  fondées  sur  les  simples  prin-^ 
cipes  du  calcul. 

.  JLes  fonctions  dérivées  sa  présentent  naturellement  dans  la 
géométrie ,  lorsqu^on  considère  les  aires  ,  les  tangentes ,  les 
rayons  osculateurs ,  etc  ;  et  dans  la  mécanique ,  lorsqu'on  con<» 
sidère  les  ^tesses  et  les  forces.   Si  on  regarde  par  exemple 
l'aire  d'une  courbe  comme  fonction  de  l'abscisse,  l'ordonnée 
ta  est  la  première  fonction  dérivée   ou  fonction  prime;  le 
rapport  de  l'ordonnée  à  la  soutangente ,  est  exprimé  par  la 
fonction  prime  de  l'ordonnée^    et  parconséquent  par  la  se- 
conde fonction  dérivée  ou  fonction  seconde  de  l'aire  ;  le  rayon 
osculateur  dépend  dea  deux  premières  fonctions  dérivées  de 
l'ordonnée^  et  ainsi  de  suite.  De  même^  en  regardant  l'espace* 
parcouru  comme  fonction  du  temps  ^  la  vitesse  en  est  la  fonc- 
tion prime  et  la  force  accélératrice  en  est  la  fonction  seconde. 
Ce  n*est  peut-être  pas  un  des  moindres  avantages  du  calcul  des 
Jonctions  de  fournir  pour  ces  élémens  de  la  géométrie  des 
courbes  et  de  la  mécanique^  des  expressions  aussi  simples  et 
intelligibles  que  le  sont  les  expressions  algébriques  des  puis-» 
•ances  et  des  racines. 

Lorsqu'on  envisage  une  fonction  relativement  à.  une  dee 
quantités  qui  la  composent^  on  fait  abstraction  de  la  valeur  de 
cette  quantité ,  et  on  ne  considère  que  la  manière  dont  elle 
entre  dans  la  fonction ,  c'est-à-dire  y  dont  elle  est  combiné^ 
avec  elle-même  et  avec  les  autres  quantités.  Ainsi  la  fonction 
est  censée  demeurer  la  même ,  tandis  que  cette  quantité  varie 
d'une  manière  quelconque  ,  pourvu  que  les  autres  quantités 
avec  lesquelles  elle  est  mêlée  y  demeurent  constantes.  Ce  que 
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introduit  naturellement ,  par  rapport  aux  fonctions ,  la  dii- 
tinction  des  quantités  en  variables  et  constantes. 

Dans  l'algèbre  ordinaire  on  distingue  simplement  les  quan- 
tités en  connues  et  inconnues  ^  et  on  a  coutume  de  désigner 
les  unes  par  les  premières  lettres  de  l'alphabet  y  et  les  autre» 
par  les  dernières.  L'application  de  l'algèbre  à  la  théorie  dei 
courbes  a  fait  d'abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent^ans 
l'équation  d'une  courbe  en  données,  telles  que  les  axes ,  les  pa- 
ramètres^ etc.  et  en  indéterminées,  telles  que  les  coordonnées. 
Depuis  on  a  envisagé  ces  mêmes  quantités  sous  l'aspect  plus 
naturel  de  constantes  et  de  variables  ;  et  la  considération  des 
fonctions  po^te  naturellement  à  regarder  sous  ce  mêmç  point 
de  vue  les  différentes  quantités  qui  les  composent. 

Nous  appellerons  donc  simplement  fonction  d'une  ou  do' 
plusieurs  quantités^  toute  expression  de  calcul  dans  laqirellè 
ces  quantités  entreront  d'une  manière  quelconque  j  mêlées  ou 
non  ayec  d'autres  quantités  regardées  comme  ayant  des  valeurs 
données  et  invari«û)les ,  tandis  que  les  quantités  de  la  fonction 
sont  censées  pouvoir  recevoir  tontes-  les  valeurs  possibles. 

Nous  désignerons  ordinaireipérit  lès  variables  dçs  fonctions 
par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet  x^  y ,  etc. ,  et  les  cons- 
tantes  par  les  premières  a,  b,  c,  etc.  Et  pour  marquer  une 
fonction  d'une  seule  variable  comme  x ,  nous  ferons  simplement 
précéder  cette  variable  de  la  lettre  tcaràctéristique  f  ou  F-, 
mais  lorsqu'on  voudra  désigner  là  fonction  d'une  quantité  déjà 
composée  de  cette  variable ,  comme  oc^  on  a  -j-  bx  etc. ,  on 
renfermera  cette  quantité  entre  deux  parenthèses.  Ainsi  f  x 
désignofa  une  fonction  de  a; ,  y  (x*  ) ,  /*  (a  +  éx) ,  etc. ,  dési^ 
gneront  des  fonctions  de  ot*,  de  a-f»6ar,  etc. 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendante» 
comme  x,  y,  nous  écrirons  jf  (  ^;i  V.)*  et  ainsi  àfis.  autres, 
Lorsque  nous  voudrons  employer  a'autrçs  caractéristiques , 
nous  aurons  soin  d'en  avertir, 
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Si  deux  fonctions  de  deux  variables  différentes,  ^  ^y  y  c'eat- 
à'^lire,  l'une  d*x  et  l'autre  à!y  y  sont  composées  de  la  inêms 
manière  et  avec  les  mêmes  constantes,  ces  fonctions  seront 
pareilles  et  pourront  être  désignées  dans  un  même  calcul  par 
la  même  caractéristique  ;  ainsi  ^  ^^  fy  seront  deux  fonctions 
pareilles  qui  deyiendjont  identiques  en  faisant  yz^z  x.  Mais  si 
les  deux  fonctions  étant  composées  de  la  même  manière ,  les 
constantes  qu'elles  contiennent  sont  différentes,  alors  oH  ne 
pourra  plus,  généralement  parlant,  les  représenter  par  la 
même  caractéristique  dans  le  cours  d'im  même  calcul.  Gepen* 
dant,  si  les  deux  fonctions  ne  diffèrent ,  par  exemple  ,  que  par 
la  valeur  d'une  constante  ,  qui  serait  a  dans  l'une  et  b  dans 
l'autre  ,  on  pourra  encore  les  désigner  par  la  même  caracté- 
ristique ,  en  les  représentant  par  f  (^x y  a),  ^^  f  (^y  y  i), 
comme  des  fonctions  pareilles  de  x ,  a  ,  et  de  ^ ,  b.  Ainsi  dans 
ce  cas,  les  quantités  a  et  6  entreront  aussi  dans  l'expression  de 
la  fonction,  parce  que,  quoique  constantes  dans  chaque  fonc-* 
tion,  elles  peuvent  être  regardées  comme  variables  d'une 
fonction  à  l'autre. 

Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  le«  différentes 
formes  des  fonctions;  mais  nous  allons  considérer  la  dériva- 
tion des  fonctions  les  unes  des  autres,  dans  laquelle  con- 
siste proprement  le  calcul  des  fonctions. 
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LEÇON    SECONDE. 

Sur  le  développement  d'une  Fonction  d'une 
wariable ,  lorsqu'on  attribue  un  accroisse^ 
inent  à  cette  'variable.  Loi  générale  de  ce 
développejnent.  Origine  des  Fonctions  dé^ 
rivées.  Différens  ordres  de  ces  Fonctions. 
Leur  notation, 

vJONSlDBiRONS  Une  fonction  jfi  d'une  variable  quelconque  x. 
Si  à  la  place  de  x  on  substitue  a;  +  ^  >  î  étant  une  quan- 
tité quelconque  indéterminée ^  elle  deviendray(x-f- i),  et 
par  la  théorie  des  séries  on  pourra  la  développer  en  une 
suite  de  cette  forme  ^-|-.ip+i*^-f-iV-4->  «tei  dans  la- 
quelle les  quantités  p^  ^^  r>  etc. ,  coefficiens  des  puissances 
de  iy  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x^  dérivées  de  la  fono- 
tion  primitive  fx  ^   et  indépendantes  de  la  quantité  f . 

Il  est  clair  que  la  forme  des  fonctions  p,  </,  r,  etc.,  dé- 
pendra uniquement  de  celle  de  la  fonction  donnée  yi:;  et  on 
déterminera  aisément  ces  fonctions ,  dans  les  cas  particuliers^ 
par  les  règles  de  Talgèbre  ordinaire ,  en  développant  la  fonc* 
tion  dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  i.  . 

Cette  dérivation  des  fonctions  est  une  opération  d'algèbre 
plus  générale  que  l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction 
des  racines  ;  et  les  principaux  problêmes  d'analyse ,  de  géo- 
métrie et  de  mécanique  en  dépendent ,  comme  on  Ta  mon- 
tré dans  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques. 

Mais^  pour  ne  rien  avancer  gratuitement^  nous  commence-^ 
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rons  par  examiner  la  forme  même  de  la  série,  qui  doit  ré- 
itdter  du  développement  de  toute  fonction  fx^  lorsqu'on  j 
substitue  x  -f-  ^  au  lieu  de  a? ,  et  que  nous  supposons  ne  de- 
voir contenir  que  des  puissances  entières  et  positives  de  i.  Cette 
supposition  se  véri£e  en  effet  par  le  développement  des  diffé-* 
rentes  fonctions  connues;  mais  personne  que  je  sache  >  n'avait 
cherché  à  la  démontrer  à  priori;  ce  qui  me  paraît  néanmoins 
d'autant  plus  nécessaire  qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  elle 
peut  ne  pas  avoir  lieu. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que,  dans  la  série  qui  résulte 
du  développement  d'une  fonction  y  (x  +  i) ,  il  ne  peut  se 
trouver  auoune  puissance  fractionnaire  de  i ,  à  moins  qu'on 
ne  donne  à  x  des  valeurs  particulières. 

En  effet  il  est  clair  que  les  radicaux  de  i  ne  pourraient 
venir  que  des  radicaux  renfermés  dans  la  fonction  même^x, 
et  il  est  clair  en  même  temps ,  que  la  substitution  de  x-f-' 
au  lieu  de  x  ,  ne  pourrait  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
des  radicaux ,  ni  en  changer  la  nature ,  tant  que  x  tti  seront 
des  quantités  indéterminées.  D'un  autre  côté ,  on  sait  par.  la 
théorie  des  équations,  que  tout  radical  a  autant  de  valeurs 
différentes  ni  plus  ni  moins  qu'il  j  a  d'unités  dans  son  ex-* 
posant ,  et  que  toute  fonction  irrationnelle  a  parconséquent 
autant  de  valeurs  différentes  qu'on  peut  faire  de  combinai- 
sons des  différentes  valeurs  des  radicaux  qii'elle  renferme. 
Donc,  si  le  développement  de  la  fonction /*(x-f-Opo''ivaift 
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contenir  un  terme  de  la  forme  u£",  la  fonction yi  serait  né- 
cessairement irrationnelle  ,  et  aurait  parconséquent  un  cer- 
tain nombre  de  valeurs  différentes,  qui  serait  le  même  pour 
la  fonction  /* (x  -f-i)  ,  ainsi  que  pour  son  développement.  Maïs 
ce  développement  étant  représenté  par  la  série 

yx4-pî+9**+etc.  +ui"+f  te. , 
chaque  Trieur  de  j^  se  combiaerait  avec  chacune  des  valeurs 
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du  radical  (/i*;  de  sorte  que  la  fonction  y  (x+i)  dèfélofç^ 
pée  aurait  plus  de  valeurs  différentes  que  la  même  fonction 
non  développée  ;  ce  qui  est  absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse ,  tant  que 
X  et  i  demeurent  indéterminés.  Elle  cesserait  de  Têtre ,  si 
Ton  donnait  à  x  des  valeurs  déterminées  ;  car  il  serait  pot- 
able que  ces  valeurs  détruisissent  quelques  radicaux  dans ^, 
qui  pourraient  néanmoins  subsister  dans  y*(a:  -f-£).  Nous  exa- 
Biiherons  à  part  ces  sortes  de  cas  et  les  conséquences  qui  ea 
résultent. 

Nous  venons  de  voir  que  le  développement  de  la  fonction 
jf(x-f-i),  ne  saurait  contenir  en  général  des  puissances  frac- 
tioniiaires  de  i ,  il  est  facile  de  voir  aussi  qu*il  ne  pourra  con- 
tenir non  plus  des  puissances  négatives  de  i. 

Car,  si   parmi  les  termes  de  ce  développement,  il  y  en 

avait  un  de  la  forme  -^ ,  tîi  étant  un  nombre  entier  positif, 

i 

en  faisant  f=(),  ce  terme  deviendrait  infini;  donc  la  fonc- 

tiony  (x  -f-î  )  devrait  devenir  infinie  ,  lorsque  i'=^o\  parcon- 

séquent  il  faudrait  que  fx  devînt  infime  ,  ce  qui  ne  peut  avoir 

lieu  quB  pour  des  valieurs  particulières  de  x. 

.  Nous  sommes  donc  assurés  que  fx  exprimant  une  fonc- 
tion quelconque  de  x,  la  fonction  f  (^x+i)  peut,  généra- 
lement parlant ,  se  développer   en   une  série  de  cette  forme  , 

fx'^ip'\-i^q'\-i?r'\'ih  -{-exo^ 

dans  laquelle  pfq^  r,  etc. ,  seront  de  nouvelles  fonctions  de  a? 
dérivées  de  la  fonction  primitive  fx. 

Quoique  la  forme  de  ces  fonctions  dérivées  dépende  essen- 
tiellement de  celle  de  la  fonction  primitive ,  il  règne  néan- 
moins entre  elles  ime  loi  générale  que  nous  allons  exposer. 

Supposons  que  Vindéterminée  x  soit  changée  en  x-f-o. 
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o  étant  une  quantité  quelconque  indéterminée,  et  indépen- 
dante de  i,  il  est  viaible  que  la  fonction  y(x+î)  devien- 
dra y  (x+/+o);  et  Ton  voît'en  même  temps  que  Ton  au- 
rait le  même  résultat ,  si  on  mettait ,  dans  /(x4-i),  i^i^o 
à  la  place  de  i.  Donc  aussi  le  résultat  sera  le  même ,  soit 
qu'on  substitue  î+o  à  la  place  de  f ,  ou  x-|-o  à  la  place 
de  xdans  la  séné  fx-i^ip^  i^q'\-Pr+ etc. ,  qu'on  supposa 
égale  à  la  fonction /(x-f-î). 

La  suDstitution  de  i'\^o  au   lieu   jde  i^  dans  cette  série, 
'  donnera  > 

f^+0  +  o)p  +  ii  +  oyq+  (/+o)V+etc.  : 

savoir,  en  développant  les  puissances  de  î  +  o,  et  n'écri- 
vant pour  abréger,  que  les  deux  premiers  termes  de  chaque 
puissance ,  parceque  la  comparaison  de  ces  termes  suffit  pour 
notre  objet , 

-)-  op  -(-  2ioq  -fi  3i*or-f-  ^^os  -(-  etc. 

Pour  faire  maintenant  la  substitution  de  -f-  x  o  au  lieu  de  x 
dans  la  même  série ,  nous  observons  que  puisque  la  fonction 
fx  devient  fx  -f-  ip  -i-  etc.  ;  lorsqu'on  y  change  x  en  a:  +  f , 
elle  deviendra  fx  +  ^P  H"  ®*C'  *  ®^  Y  changeant  x  en  07+  o. 
De  même  ,  si  p  +  ^p'  +  ®tc.  q  -(-  iq'  +  etc. ,  r  +  £  /  +  etc. 
sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  p,  q,  r,  etc. ,  lorsqu'on  y 
substitue  x+i  au  lieu  de  x,  et  q^'on  les  développe  suivant 
les  puissances  de  i ,  on  aura,  Oih  -  changeant  ien  o, 

p  -J-  op'  -f-  etc.  ^+0^'+ etc.  r+  0/  +  etc. ,  etc. , 
pour  les  développemens  des  mêmes  fonctions  après  la  substi- 
tution de  or -{ro  au  lieu  de  x. 

Donc,  par  cette  substitution ,  la  série  ^  +  'p  +  i*</  +  ^^^'  > 
deviendra,  en  omettant  les  termes  qui  contiendraient  le  <{uarri 
^llee  pulsê^ncfs  plus  hautes  de  p. 


■■I 
1 
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fa  '\-ip+i*q  +  ih  +  i^s  +  etc. ^ 
4-  op  -4-  iofl  +  i*09'  4"  ^^^^  +  etc. , 
etc. 

Ce  réfultat  doit  être  identique  avec  le  précédent,  indé- 
pendamment des  valeurs  de  i  et  de  o  qui  peuvent  être  quel- 
conques ;  il  faudra  donc  que  les  termes  affectés  des  même» 
puissances  et  produits  de  i  et.o  soient  identiques  en  particulier. 
Ainsi  on  aura  les  équations  identiques 

aq-=:p\    3r=q',    4^  =  /,   etc.; 

d où  Ion  tire 

m 

Dénotons  en  général  par  f'x  la  fonction  p  dérivée  de  la 
fonction  fa,  en  mettant  un  accent  à  la  caractéristique  y, 
pour  indiquer  la  dérivation  de  la  fonction.  Dénotons  de  même 
par  f^x  la  fonction  dérivée  de  la  fonction  f^x,  en  ajoutant 
un  accent  à  la  caractéristique  ^  de  la  fonction /^  a;  d'où  elle 
est  dérivée.  Dénotons  pareillement  par  f*x  la  fonction  dé- 
rivée Aefx^  et  ainsi  de  suite. 

Ces  fonctions  f'x^  f'x^  f^»  etc. ,  ne  seront  autre  chose 
que  les  coefficiens  de  i  dans  les  premiers  termes  des  dévelop^ 
pemens  des  fonctions  f  (,oc  -j^  v^ ,  f\x  -^  i) ,  f  (x-j^i)  etc. 

On  aura  ainsi  p  rrr/'ar ,  et  comme  p'  est  la  fonction  dé* 
rivée  de  p,  on  aura  p'zznfx,  et  parconséquent  q-=i^"x. 
Ensuite  q'  étant  la  fonction  dérivée  de  (j  ^  on  aura  <f  =  î/^x  ^ 
€t  parconséquent  r=57î/*x;  et  ainsi  de  suite. 

Donc  substituant  ces  expressions  dans  la  série 
qui  est  le  développement  de  /  (x  -f*  0  »  ^^-^  ^^^  ^^^  formule 
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fondamentale; 

{4 


+  zk4-^"''' +***'• 


Cette  expression  du  développement  defÇ^x-^i)  a  TaTan* 
tage  de  faire  voir  comment  les  termes  de  la  série  dépendent 
les  uns  des  autres  ^  et  surtout  comment  ^  lorsqu'on  sait  for- 
mer la  première  fonction  dérivée  d'une  fonction  primitive 
quelconque ,  on  peut  former  toutes  les  fonctions  dérivées  qu0 
la  série  renferme. 

Nous  appellerons  la  fonction  fx  fonction  primitive  ,  pat 
rapport  aux  fonctions /^x,  f^x,  etc.,  qui  en  dérivent;  et 
nous  appellerons  celles-ci  yb/icrioiw  dérivées,  par  rapport  4- 
çelle-là.  Nous  nommerons  de  plus  la  fonction  dérivée  f^x, 
première  fonction  dérivée ,  ou  fonction  dérivée  du  premier 
ordre  ,  ou  simplement  fonction  prime  ;  la  fonction  ^'^'x,  dé- 
rivée de  celle-ci ,  seconde  fonction  dérivée ,  ou  fonction  dé- 
rivée du  second  ordre  ,  ou  simplement  fonction  seconde  ; 
la  fonctioik  fx ,  dérivée  de  la  précédente ,  troisième  fonc-^ 
tion  dérivée,  on  fonction  dérivée  du  troisième  ordre,  ou  aimr 
plement  fonction  tierce ,  et  ainsi  de   suite. 

Mais  nous  entendrons  toujours  par  fonction  dérivée  sim-^ 
plement,  la  première  fonction  dérivée,  et  par  fonction  pri-* 
Tnitive ,  celle  d*oi\  elle  est  censée  dérivée.  Nous  leur  don- 
nerons  aussi  quelquefois ,  pour  plus  de  simplicité ,  le  eimpla 
pom   de  déiivées ,  ou  de  primitives. 

Si  la  fonction  primitive  n'est  pas  représentée  par  la  carac- 
téristique y,  mais  par  une  autre  variable ,  comme  lorsqu'on 
iuppose  jf  fonction  de  x,  dpnnée  par  une  équation  quelconque 
entre  x  et  ^  ;  alors  on  pourra  dénoter  de  même  ses  fonctions 
dérivées  par  des  accens  ou  traits  appliqués  i  la  lettre  y ,  et 
Us.  appeler  simplement  ^  prime,  seconde,  tierce,  etc* 
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Ainsi  y  étant  regardée  comme  une  fonction  quelconque  de  i;, 
«es  fonctions  dérivées  seront  représentées  par  y,  y,  j^,  etc.; 
de  sorte  que^  étant  la  fonction  primitive ,  y'  sera  sa  fonction 
dérivée  du  premier  ordre,  ou  fonction  prime  ,y  sera  la  fonc- 
tion dérivée  du  second  ordre  ou  fonction  seconde ,  etc. ,  et  on  les 
nommera  y  prime,  y  seconde ,  etc. 

De  cette  manière  x  devenant  x  +  £  la  valeur  de  y  dé- 
pendra 


£•    „    .     ? 


:y+^y+-/+o:r+etc. 

En  général,  si  on  a  une  expression  quelconque  en  x,y,  etc. , 
on  pourra  désigner  ses  fonctions  dérivées  par  des  traits  appliqué» 
à  la  même  expression  renfermée  entre  deux  parenthèses. 
Ainsi 


d-hex-i-sy/ 


d+ex-i-gy, 
représentera  la  première  fonction  dérivée  de  Texpressioa 


a  "f-  bx  4"  cy 
d  +  ex-i-gy* 

et 

'a  +  bx+cy^." 
<d  +  ex+gy/ 


c 


représentera  la  seconde  fonction  dérivée  de  la  même  expression, 
et  ainsi  de  suite. 

Et  si  Ton  a  une  fonction  de  plusieurs  variables  x,y,  etc. , 
exprimée  en  général  psxfQ  x,y,,,),  on  dénotera  ses  fonctions 
dérivées  relatives  à  toutes  ces  variables,  en  appliquant  un, 
deux,  etc. ,  traits  à  la  caractéristique /";  ainsi  y  (x,y,..)  dé- 
notera sa  fonctionprime,y*"  (x,^  . . ,)  safonction seconde,  etc. 

Quoique  les  fonctions  dérivées  doivent  leur  origine  au  dév.t-t 
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loppement  de  la  fonction  primitive  lorsqu'on  augmente  la  va- 
riable d'une  quantité  quelconque  i  ;  on  voit  qu'elles  sont  indé- 
pendantes de  cette  même  quantité  qui  ne  sert  y  pour  ainsi  dire , 
que  comme  un  outil  pour  former  ces  fonctions:  Ainsi^  dès  qu'on 
aura  trouvé,  par  la  considération  du  premier  terme  du  dévelop- 
pement ,  des  règles  générales  pour  passer  d'une  fonction  primi- 
tive à  la  fonction  dérivée ,  on  pourra  faire  abstraction  de  tout 
développement ,  et  regarder  la  dérivation  des  fonctions  comme 
une  nouvelle  opération  d'algèbre  plus  générale  et  d'une  beau- 
coup plus  grande  étendue  que  l'élévation  aux  puissances. 

Ceux  qui  savent  le  calcul  différentiel  n'auront  pas  de  peine 
à  se  convaincre  que  les  fonctions  dérivées^a:,y"j;,  etc.y,y,  etc., 
reyienxient  aux  quantités  qu'on  désigne  dans  ce  calcul  par 

d,fx    d\fx     ^         dy    d,y     ^ 
/    ,      /■    ,  etc.  ou  ^*^,  -j^,  etc, 
dx  *     dx^   '  dx'  djc** 

et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 


k. 
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•   * 
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Fonctions  dérivées  des  puissances.  Dévelop'* 
pemenù  d'une  puissance  quelconque  d'un 
binôme. 

Jl  RISQUE  toute  fonction  dérivée  du  premier  ordre  y^a?,n*cst 
autre  chose  que  le  coefiicient  de  i  dans  le  développement  de  la 
fonction  primitive  fxy  après  la  substitution  de  x  +  i  à  la  place 
de  a; ,  il  s'ensuit  que  la  recherche  de  la  fonction  dérivée  d'une 
puissance  quelconque  x^,  se  réduit  à  trouver  le  terme  affecté 
de  i  dans  le  développement  de  la  puissance  (a^-f-O'"  suivant  les 
puissances  de  L 

Lorsque  l'exposant  m  est  un  nombre  quelconque  entier  ou 
fractionnaire  y  positif  ou  négatif,  on  démontre  facilement  par 
les  premières  opérations  de  l'algèbre ,  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  puissance  m  du  binôme  a:-f-i,  sont  aî*"-(-7iia:"*"*£; 
ainsi  lorsque^ =x^ ,  ou  =  Ax^^  A  étant  un  coefficient  cons- 
tant quelconque ,  on  aura 

fx'=imAx^*^ 

m  étant  un  nombre  quelconque  rationnel. 

Comme  tout  nolnbre  irrationnel  peut  être  renfermé  entre  des 
finîtes  rationnelles  aussi  resserrées  que  l'on  veut,  on  en  pourrait 
conclure  tout  de  suite  la  vérité  du  résultat  précédent  pour.ime 
valeur  quelconque  irrationnelle  de  m,  puisqu'on  peut^  en  resser-* 
rant  les  limites  ^  diminuer  l'erreur  à  volonté.  Mais  comme  il  est 
plutôt  questiou  ici  de  la  forme  même  de  la  fonction  dérivée  ^ 


ï)  É  $      f  Q  tX  C  t  t  O  N  S.  tf 

1|àe  âe  sa  valeur  absolue  dans  chaque  cai  ftarticulier,  noua 
broyons,  pour  ne  rien  laisser  i  désirer  sur  cette  propoÂtioii 
fondamentale,  devoir  ea  donner  une  déoioaKtalioa  ausiî  f4f 
aérale  que  rigoureuse. 

Puisque 

par  les  règles  de  l'sdgèbre ,  si  on  fa^  pour  abréger  «^  z=  li     U 

f  agira  de  trouvera  coefficient  de  m  dans  le  développement da 
O-H»)'"^  q»^l  V^^  *^*  Texposautt  m.  Or,  quel  que  puisse  ètra 
ce  coeiEcient,  comme  il  doit  être  indépendant  de  o»,  il  est  dair 
qu'il  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  m,  puisque  Texpression 
(  1  -f-  ^  )"*  ^^  contient  que  les  deux  indéterminées  a>  et  m«  On 
pourra  donc  le  représenter  en  général  par  Fm,  la  caractàâa-^ 
tique  F  désignant  une  fonction  déterminée ,  mais  inconnue. 
Ainsi  4  comme  en  taisant  eê  nxi,  la  quantité  (  i  -f-  c»  )^  devient 
1^  =  1 ,  on  aura 

(  1 +«)"?=  1 +  #  Fin  +  etc. 

On  aura  donc  aussi ,  pour  un  autre  exposant  quelconque  n, 

(  1  +fl»)»  =  i  +  <»F/t  +  etc. 

essemble  ces  deux  équations,  on  aara 

li^cà)'^''^=zi+ù>(^Fm  +  Fn)+etc, 

Car  la  tbéorie  des  pubsances  repose  uniquement  sur  ce  prin^ 
tipe  que  à^'X,a*=^  a"*"*^ ,  quelles  'que  soient  les  quantitéf 
ti,  m ,  n ,  et  OH  peut  même  dire  que  c'est  dans  ce  principe  que 
consiste  Vessencedes  puissances ,  lorsque  les  exposans  ne  peuvent 
are  exprimés  par  des  nombres. 

Ainsi  Fm  +  Fn  sera  le  coefficient  de  ©  dans  le  dévelop-* 
(amant  de  to  puiss^mce  (  i  -f  ^  )^"-  ^^  ce  coefficient  doif 

B 
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être  représente  par  i^(  m  -f-  n) ,  puisque  la  fonction  (  i  -f-« 
devient  (  i  +  # )•■**,  en  y  substituant  m -f- »  pour  m.  Donc 
Eradra  que  la  fonction  désignée  par  la  caractéristique  F  « 
teUe  que  l'on  ait 

m  et  n  étant  des  quantités  quelconques. 

Pour  trouver  d'une  manière  générale  la  forme  de  la  fonctii 
d'après  cette  condition  ^  je  supposerai  que  la  quantité  m  s< 
changée  en  m  +  i,  et  que  la  quantité  n  le  soit  en  n  —  i, 
étant  quelconque;  alors  la  fonction  /^(m-f-n)  demeurara 
même ,  et  les  fonctions  Fm  y  Fn ,  deviendront 

donc  l'équation  précédente  donnera 

FOT+F/i=F(m  +  0  +  ^(»— »>• 
Or^  par  le  développement ,  la  fonction 


devient 


Fm  +  iF'm^ —  P'm  +  etc.^ 


comme  on  l'a  vu  plus  haut;  et  la  fonction  Fiji'^i^  deviendi 
de  même^  en  prenant  i  négativement^ 

Fn  —  iPn  +  -  F^/i—  etc.  ; 


donc  l'équation  précédente  se  réduira  à  celle-ci  : 


i{^F'm  —  Fn)^-^  (F"m  +  F'^n)-!.  etc.  =o, 
laquelle  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  i  ^  p: 


D   £  s      I*  O.  N  C  T  r  O   N  s.  tj- 

Aurft  nécessairement 

......  -   •      :  .    s. 

F'm  —  F'n=zo,  S'm^  F^'n  =a  o ,  etc. 
'  hsL  première  de  ces  oanditions  donn« 

F'm  =  F'rt,  ,    "*;..     . 

d'où  Ton  conclut  d*âbord  quelaTalenr  de  la  fonetiotti^m  doit- 
être  indépendante  de  la  variable  m,  puisqu'elle  demeure  la 
même  en  changeant  la  valeur  de  cette  variable ,  et  qu'ainsi 
cette  valeur  doit  être  constante  relativement  à  la  même  va-" 
riable. 

Onau|:adonc    .  *  .  ;. 

F^m=za, 

...»  ■     • 

a  étant  une  constante;  et  cette  valeur  de  Jr m  satisfera  ausô 
aux  autres  conditions,  puisqu'on, aura  ..  y.'jiip 

F*'m  =  o^^  JF^Tïi  =  o, jBtc^.  .^.„.     r  ,  1 

et  de  même 

jp  71  =  o,  i'/i  =  o,  etc. 

Tout  se  réduit  donc  à  trobver  la  valeur  de  la  fonction  primi-* 
lîve  Fm,  d'apr^s.la  fonction  dérivée  ■        rO  .'.»:  o  j-    ii 

.  F^nu.z^M^   •    ■  '■     -'    i 

Or  il  est  facile  de  voir  que  Fm  ne  peut  être  q^e^di^ilaf^i^t 
am  -^  by  b  étant  une  constante  arbitraire  ;  car  on  peut  se  con- 
vaincre qu*il  ny'à.'  €fie  cetfjp  expression  qui' puisse  donner  a  ' 
pour  sa  fonction  dérivée. 


r-r  ■     .,.1    * 


On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directem.ent  comme  il  suit  X 
puisqu'on  a  en  général  •    '  '  .      •        * 


Fim  +  i)=Fm  +  iF'm+t.  fri^m'lj^^. 


■  :.  I    V 


#!i  aura  dtns  le  cas  présent^  * 
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Fm^sza,  F^maso,  i^^ii»  =  0| etc. J 

F(m+ï)  =  '^«+«. 

et  comme  i  peut  être  Me  ^vâmtlté  qnelcûnqae ,  «i  on 
î=:— m,  alors  la  quantité  m+i  deviendra  zéro  ;  donc  la  ya* 
lenr  de  F(m  +  f  )  sera  indépendante  de  m;  elle  sera  parcMi* 
tfkqf^etit  iffliâàwtûota$tiaàù  t.  -On  aura  aiiisi 

..  •  .  r 

Substituant  cette  yaleur  de  F  m  «  on  aura  en  généndi 
(i  «4-a»)"*  =  i  4-(û^  +  ^)«».+ «te. 


».  «,  ^  *  .  #- 


quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  a  «t  i  étant  des  ^seteÊMXmiiDâlk^ 
pendantes  de  m ,  dont  la  valeur  doit  se  détecoûner  par  la  cousin 
dération  de  quelqutb'éae  pardcuftets. 

Pour  cela ,  on  fera  d*abord  m^s;: o  ^  et  Tooaura 


■■•'  ■         ■  f . .  I 


4  =4+^»  + etc.; 

»  *  *      ^    *      * 

donc  &  sso.  On  fera  ensuite  m^àii  i ,  et  Ton  aura 
1  4-  fl»  =  1  -f-  ^  ^ etc.  ;  donc  c=  i. 

(  a  ^rM^"' «5  i  4-. «I»  +  etc. 
pOAC  ^  puisque 

•t  '    .  .    -  ■ 

#  étant  ss^pnfttra 


»     •• 


•y 
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qn^l  que  soit  le  nombiw  m,  Ae  sorte  que  la  foacti^m  dérîrée  dd 
jiaf*  sera  en  générai  Anuf^^^  comme  nous  l'ayons  trouyé» 
d'abord  pour  le  cas  d6  tt  ratM>^ 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la 
rigueur  et  la  généralité.  EBê  a»  dl^pend  que  des  fonctions  dé-* 
riyées  de  la  forme  la  plus  simple^  et  fournit^  dès  le  comment 
cernent^ un exempleremarquable  de  leur  magedansf aMlfse. 

On  peut  donc  établir  pour  règle  générale ,  que  la  fonction 
dérivée  d'une  puissance  quelconque  d'une  variable,  est  égale 
à  la  puissance  4'un  degré  moindre  d'uHe  unité  de  la  même  va^ 
fiable,  mutdpUéepar  rexpôsaht  de  la  puissance  donnée. 

De  là  et  de  la  loi  du  ^éyelojqieniettt  deffonctiQnaLrésuUeiine 
dén^onstratien  aussi  simple  que  générale,  et  peut-(êtrc  U  «eulie 
rigoureuse  qu'on  ait  encore  dotoftéei  de  k  formule  du  biuiÇMi» 
pourun  es^posant  quelconqpie. 

En  effet,  pwqft'M  i4e«t  de*  trower  qw 

donne 

F^xz^^mAaf^*- , 

1  .  ■  ■* 

on  aura  de  nïème  en  prenant  la  fonction  dériyée  de  cett# 
dernière  quantité^ 

et ,  pav  1»  n>éme.  raison i,  on  aura»  en  prenaut  de  nouyeasQ^ 
h  fonction  dériyée^ 

et  ainsi  de  suite. 
Donc  ^puisqu'on  atrouyé^i géeétal^ 

5, 
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•n  aun  ',  pour  le  cas  àtfxzssjf^^  la  série  "^ 

(« + i)"  =  «"  +  n»**"*  » + ^^^^^^  «"^i* 

•  $i  on  àîvise  toute  Téquadon  par-.x",  et  q[u^en  7  mette  ensuite 
j  à  la  place  -  ^  on  aura 

i4.i)»  =  i4.mi4.— i- — i.»»4._i___^i^__4,?  +  eto, 


'     .  •  «A* 


â  .5 


Cette  formule  résulte  de  la  précédente  en  j  faisant  x  =  1  * 
mais  il  n'aurait  pas  été  rigoureux  de  Ten  déduire' de' éetté  ma- 
nière ,  puisqu'on  a  déjà  remarqué  que  le  déyeloppéiûent  de  la 
fonction yt^+0  ^^  puissances  eutièires  de  iy  peut  cesser  d*êtr» 
ékact  dans  des  cas  particuU^rsde  1^  Valeur  de  Xv     . 

Si  maintenant  on  multiplie  l'équation  précédente  par  a*",  et 
qu'on  y  substitue  ensuite  &  à  la  place  de  ai,  on  aura 

(a+&)"=a«  +  màT'-'^  b  4.  ÎLLiîSllii  a«-*i»  +  etc , 

il         •     ■      -  o 

quelques  valeurs  qu'on  attribue  aux  quantités  'a,  h  y  fn. 

La  méthode  que  nous  aypas-^mployée  plus  haut  pour  trouver 
directement  la  fonction  primitive  d'une  quantité  constante, 
]^eut  être  appliquée  à' d'autres' cas.  Ëà  effet,  si  dans  lâ  for-^ 
mule  générale 


on  fait 


f(x+i)  =fx  +  ifx  +  'Va:+  etc. , 


la  fonction/  (x + i)  deviendra  indépendante  de  x,  et  sera  p^r- 
ÇQnséquent  égale  à  im^  constante  £  Vi^^ueye  s^^a  pri^em^nt 
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b  valeur  à&fx  lorsque  x=q.  Qn  aura  donc  ainsi 


ar* 


b  :=zfx-^xf'x  +  — /''x— etc. , 


X* 


d'où  Tpn  tire 

/x=  ft  +  xf 'x— :^/-'x+ etc. 

Si  maintenant yx=  a ,  on  aura 

y^'acmo,  y*x=o,etc.  ; 
donc  fx = 6  -f-  ax. 

Sïf'xTzzaXy  on  aiïta 

y^x  =  a ,  fx^rz^,  y^'x=  o,  etc.  ; 

donc 

*  /x=ft+ax*— — -=6+ — ». 

^  a  a 

Si  y^x=ax*,  on  aura 

y"^x=aax,  y*x=:2a, /"'xrrio,  y^x=:o,  etc.; 


donc 


/x  =  i  +  ax*— ox'-f -^3ci4--g-, 


et  ainsi  de  suite. 


En  général^  8i/^x  =  ax"^  on  aura^  en  prenant  les  fonctions 
dérivées , 

/"x=  nax^"^,  /■'x=»  (n—  1  )  ox"^,  etc.  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  » 

Qr  on  a  ^  par  le  développement  ^p 


ii4  e  A  L  €  V  t 

(i— 0'^*=i-<n+0+ ^--~ ^^ 53 i+ etesro; 

donc 

(»+ 0  (i-S +-4X- -etc.,)  =  ,  , 

et  parconséquent 

a  a. 5  a. 3. 4  ^       *     n+i* 

ijael  que  soit  le  nombre  n  \  donc  cm  aura 

£n  effet  »  la  fenotion  dérîrée  de  cette  (puttitité  serà^  par  \k 
règle  générale^ 


■  ■  »      "»— -  /T'y*" 

tt  +  l 


S=IMP    , 


la  constante  h  ayant  zéro  pour  fonction  dérivét^ 


^^»^r%»«%>' 


-Mi. 
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LEÇON     QUATRIÈME. 

Fonctions  déniées  det  quantités  exponen^ 
tielles  et  logarithmiques.  Développement  de 
ces  quantités  en  séries^ 

Xj  A  fonction  oF,  dans  laquelle  :r  eet  la  Tariable  et  m  est  une 
constante ,  conduit  naturelkment  à  la  ccmsiâération  de  lafono- 
tMMU  a*,  dans  laquelle  la  rariable  est  x,  et  où  a  est  une  eonv* 
tante.  Ces  sortes  de  quantités  s'appellent  exponentielles,  parce* 
qu'elles  ne  varient  qu'à  rsâfton  de  Fexpoeant. 

Pour  trouver  la  fonction  dérivée  de  a* ,  il  n*y  aura,  suivant 
lé  principe  général,  qu'à  substituer  X'^i  à  la  place  de  x ,  et 
développer  suivant  les  pwssances  de  i  ;  le  coefficient  du  tenue 
aiFecté  de  i  sera  la  fonction  cherchée. 

Cette  substitution  doue  la  fipadîoa 
Supposons  a=  1  4*  ^ >  on  ^^^ 

et  parla  formule  génèràfe^  démontrée  précédemment^  on 
Aura 


•  • 


'  a        .  a. 3 

£n  ordonnant  les  termes  de  cette  série  suivant  les  puissances 


ftS  c  A  L  c  y  l-    . 

de  I ,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  premiert  termes  du  dé«-. 
Teloppement  de  a*,  seront 

$oit,  pour  abréger, 

.       b*   ,  b*      b*   , 

a  o 

on  aura  donc  i  -f-  ^^  pour  les  deux  premiers  termes  du  di^ 
veloppement  de  a';  parconséquent/  en  multipliant  par  cf^  on 
aura  a^-^cafi  pour  les  deux  premiers  tennes  du  développe-* 
luent  de  a*"*"'.  Donc  ca'^  côefiicient  de  i,  sera  la  fonction 
dérivée  de  a** 

Le  coefHcient  c  dépend^  comme  Ton  voît^  de  la  quantité' a  , 
qui  est  comme  la  base  de  Texponentielle ,  et  on  nomme  com-< 
munément  ce  coefficient  le  module. 

On  peut  ainsi  établir  cette  règle  ^^U0  la  fonction  dérivé^ 
d*une  quantité  exponentielle ,  est^  égale  à  cette  exponentielle 
multipliée  par  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  base  de 
l'exponentielle  y  et  qu'on  nomme  le  module. 

Puisque  la  dérivée  dç  a*  ejst  co^r,  la  dérivée  de  celle-ci 
sera  c^  cr^ ,  et  la  dérivée  de  cette  dernière  sera  de  même  c^  a', 
et  ainsi  de  suite.  '    '  «^  -  ^-^       "   '' 

Ainsi  eii  faisant  ^  =a^ ,  .on  aura 

Donc ,  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de 
f{oç'{ri).>.onatira  ..«,J.— ^^     .  • 

a*'*'*^:  O*  +  ^a*iH —  a*i*  -f =a*?  +  etc.  J 


I>  £   s      F  O   N  C  T  I  O   N  s.  %^ 

•t  divisant  par  a*, 

o'  =  i  +ci-| 1 5  +  etc, 

•     a  -      a. 3 

C'eit  la  série  dont  nous  n'avions  trouvé  ci-dessus  que  les 
deux  premiers  termes.  Elle  peut  servir^  comme  Ton  voit,  à 
réduire  toute  puissance  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  son  exposant. 

On  peut  par  cette  série  déterminer  directement  la  valeur 
de  a  en  c. 

En  faisant  j:=:  i ,  on  aura 

c*        c' 

û  =  i  +C-4 A ^-f-etc. 

a    '  a. 3 

Et  lorsque  c::^  i  ^  la  valeur  de  a  se  trouvera  epcprimée  par  la 
série  très-simple 

dont  la  valeur  est 

a,7iSa8i8a8459 

€*estle  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par  e ,  et  qui 
ist  parconséquent  la  basé  des  exponentielles  dont  le  module 
est'  l'unité. 

Ainsi  ^  en  faisant  fx^=ief^  y  on  aura  simplement  f^x  =:  é* , 

y^'xsre*,  etc.  ;  et  conséquenmient 

* .-  - 

£•         î^    •         i^ 
6*=i +£  +  -.  +  -=  +  -=-+ etc. 

â      â.o      a. 0.4  f 

$i,  dans  Téquatlon  trouvée  ci-dessus 


sS  C  A  L  C  9  X 

on  faiti=-.  on  aura 

c 

fl*  =  i  +  i  H h  — 5  +  etc.  :  =r:e. 

Ainsi  on  a  entre  les  trois  constantes  a,  c  et  é  larelatiem 

a'  =  e,  d*oà  l'on  tire  «=^. 

ff 

Cette  équation  donne  aussi 

a 
d'où  Ton  Tolt  qa*en   prenant  c  négatif,  &  sa  cbange  en 
i-l  ainâ  en  fiy'sant  ces  cliangemens  dans  Téquatioift 

(fl— 1)>  ,  (g— 0»      ^ 

c=a— 1— ^^-^ ^^'^^ — g— ^ «te-t 

donnée  ci-dessns ,  on  aura 

Cette  série  est  pbs  propre  que  la  précédente  à  danner  1% 
Talenr  de  c,  lorsque  g  est  un  nombre  plus  grand  que  Ywxàftk* 

£n  fusant  g  :^  10^  on  a 

et  on  trouvera  par  le  calcul^ 

c = a,Sod585û9flg94 


On  peut  exprini^  tonte  qdaatité  variable  par  une  constante 
élevée  à  une  puissance  variable;  alors  l'ei^osant  de  cette  puis- 
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iance  devient  une  fonction  de  la  même  quantité,  et  cette 
fonction  est  dans  le  «jn»  le  plut  général  le  logarithme  de  la 
quantité  proposée.  D*où  Fon  voit  que  les  fonctions  logarith- 
miques ne  sont  pjopremtat  que  les  réciproques  des  fonctions 
•xponentielles. 

Nous  dénotons )  en  général^  les  logarithmes  d'une  quantité 
par  les  mots  tog ,  mis  avant  de  cette  quantité  en  forme  de  ca- 
ractéristique. Ainsi  log  X  exprimera  le  logarithme  ou  la  fonc- 
tion logarithmique  de  a:,  et  cette  fonction  sera  donnée  par 
réquationcrr:^â^'^  où  6,  basé  de  Texpouentiëlle  »  sera  en 
même  temps  la  base  du  sptème  logarithmique. 

Pour  trouver  lOiàinlenânt  la,  fonction  dérivée  de  log  x,  on 
fera,  en  général,  ^ 

/*=logar, 
•e  qui  donnera  xz=af^,  et  mettant  x+i  à  la  place  de  x,  on  aura 

x  +  isao^C^H), 

équation  qui  doit  être  identique ,  et  avoir  lieu,  parconséquent  « 
qnêAe  qïié  éoit  la  valeur  de  i.  Or^  par  le  développement , 
on  a 

/(x  +  Oas/x+îf'x  +  j/'âpH-etc.  œ/x+w, 

mk  posant 

i* 
s»  =  ifx  -}•  -/"'xif-etc,  ; 

.         •  i       •     ■ 

49M  fittASM  iOftte  Mhptituliaa^  os  4«ra 

•  •         ^  +  <*         f^       •  ^ 

xH-«=a^      *       =:ûr    Xû    =xa  , 

et  divisant  par  x^ 

.    ,  X    ..     . 


'  .   " 


Qr,  par  la  formule  trouvée  ci-deasu,  on  a,  «n  général» 
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a    =1  +  c»+— -  +  etc  : 

donc  on  anra 

i                      f^  »*  * 

1  +-  =1  +c»H +  *tc. 

Donc  remettant  pour  «0  sa  valeur^  et  ordonnant  les  tenn««. 
suivant  les  puissances  de  i  ^  on  aura  cette  écpiation  identique^ 

et  la  comparaison  des  termes  donnera  d'abord 

i=çrx. 

d'où  Ton  tire 

f^x  =  — . 

•^  ex 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les:  valeui:&..d^ 
fXf  fx,  etc.;  mais  il  est  pins  simple  de  les  déduire  sucrv 
èessivement  de  celle  de  f^x, 

La  constante  c  dépend  de  la  base  a  du  système  logarith^ 
mique  ^  par  les  mêmes  formules  que  nous  ayons  trouvées  plus 
haut  ;  relativement  aux  logarithmes,  elle  s'appelle  le  module' 
du  système  logarithmique. 

De  là  résulte  cette  règle  générale  :  que  la  fonction  dérivée  du 
logarithme  d'une  variable,  est  égale  à  l'unité  divisée  pco"  cetti 
variable  multipliée  par  le  module  du  système  logarithmique^ 

Puisque 

fx  =  log  X  donne  f^x  =:  — - , 

en  prenant  successivement  les  fonctions  dérivée^^  d'après  la  règU 
généralqdes  puissances,  on  aura  ::-...'> 


D  £   s      ]É  O   N  C  T   t  O   K   s.  Si 

f"x  = î- ,  fx  =  -^,etc.  ; 

donc ,  si  on  fait  ces  substitutions  dans  le  déyel  ^>pçment  da 
y(x  4-  i  ) ,  on  aura  la  série 

pour  la  valeur  de  log  (x  +  i). 

•  Ayant  ainsi  le  logarithme  d*un  nombre  quelconque  x ,  cm 
peut  par  cette  série  trouver  celui  d'un  autre  nombre  plus  grand 
X  -^i  ^  et  la  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  la  diffé- 
rence i  des  deux  nombres  aura  un  moindre -rapport  au  nombre  X. 

Par  la  théorie  des  logarithmes^  on  a 
los(x+0  — loga:  =  log  ^£±iy=log  (i+i^, 
donc^  si  on  fait  dans  la  formule  précédente  -  =  J"»  on  aura 


log  (i+y)  =  ^  (3, -.2!+ 2. —  etc.  ) 

formule  connue. 

Soit 

I  -^y  =  a ,  on  aura  j'  =  2  —  i  ; 


donc 


logg  =  ^|(a->0-^^     a        +  i-^-etc.J 


Cette  série  n  est  convergente  et  parconsequent  ne  peut  servir 
à  trouver  le  logarithme  d'un. nombre  donné  a,  que  lorsque  ce 
nombre  diffère  peu  de  Tunité  ;  mais  on  peut  la  rendre  conver- 

r 

(ente  ^  dans  tous  les  cas,  par  la  substitution  de  ]/«  au  Ueu  de  s  : 


3a  c  â  l  c  V  t 

car  puisque  log  l/'z  eit  égal  à  — ^,9nauraenmnltipIiantpÉiri'> 

log z=^  {|/*-i- l(»/*-.i)*+ i  (i/^,)»  «  ctc  j , 

où  Ton  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  positif  ou 
négatif. 

Or  quel  que  soit  le  nombre  s,  on  peut  tou|eim  te  extndn 

r 

la  racine  d*«n  ditffé  r,  tel  que  y/z  soit  mn  n<»niM'e  ansà  peu 
différent  de  Tiiaité  qa*oa  voudra;  ainsi  la  foratule  précédente 
donnera  toujours  la  vakur  de  log  s,  arec  toute  f  exactitude 
qu*on  pourra 


Si  on  prend  rnégatirement,  alors  i/zdeyient — ,  et  la  séri 


qui  exprime  log  z,  devient ,  en  changeant  les  ngnes^ 


L        i/z  \        i/z/  \        1/»/  J 


log»=:-l  ï— 

1/i 


où  tous  les  termes  sont  positifs.  Ainsi  on  peut  avoir  à  volonté 

pour  la  valeur  de  log  z ,  une  série  dont  tous  les  termes  soient 

positifs  ou  alternativement  positifs  ou  négatifs.    Car  il  est 

f 
évident  que  z  étant  Un  nombre  plus  grand  que  l'unité^  |/k 

r 

sera  plus  grand  que  l'unité ,  et  z  étant  moindre  que  Tuniti ,  |/2 
eera  aussi  moindre  que  Tunité  ;  mais  les  différences  seront  d'au- 
tant plus  petites,  que  l'exposant  r  de  la  racine  sera  un  plus 

grand  nombre  ;  donc  v^z—  i  et  i •  seront poaîtifs  dans  td 

l^reaiiercae^  et  u^aCifs  dans  le  lecond» 

9i 
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Si  tf  est  la  base  des  logarithmes,  ensorte  que  log  û  =  i ,  on 
pourra  parles  mêmes  formules  déterminer  aussi  exactement  qu'on 
voudra,  la  valeur  du  module  c,  car  en  faisant  loga=i  i, on  aura 

•c==:r  (V^a—i—K  1/^—0*+ i  (  l^û—O^— etc.} 
ou  bien 

L      l/a        \      ya/  \       ^aj  J 

Il  est  clair  que  les  deux  séries  que  nous  venons  de  donner 
pour  l'expression  de  log  z ,  seront  nécessairement  convergentes 

r 

aussitôt  qu'on  amra  extrait  de  z  ime  racine  r,  telle  que  |/'a —  i 
soit  une  fraction  moindre  que  l'unité  ;  car  alors  i  — sera 

yz 

une  fraction  plus  petite  encore ,  puisque 

1         i/z—\ 

l  —,—-=;£ 1 

r  r 

yz  yz 

Ainsi,  puisque  dans  la  première  série  les  termes  sont  alterna-* 
tifs ,  le  second  et  le  troisième ,  le  quatrième  et  le  cinquième ,  etc. 
formeront  des  sommes  négatives^  de  sorte  que  la  première  série 
donnera 

ï<^g  «  <  :  (  1/  »  —  O- 

c 

Au  contraire  la  seconde  série  ayant  tous  ses  termes  posi-* 
tifs  douiera 


K-ty 


log  z  >  - 
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Ainsi  on  a  tout  dé  suite  deux  limites  pour  la  yaleur  de  log  z  ; 
qu'on  peut  resserrer  autant  que  Ton  veut ,  en  prenant  r  tou- 
jours plus  grand. 

r 

On  aura^  parla  même  raison  ^ûy^a^^, 

c<r(î/a-0>rA i-V 

Puisqu'on  a  r 

\/z  \/z 

il  est  visible  que  la  différence  entre  les  deux  limites  de  log  % 
éera 


r(;^.-oxA-^y 


ainsi  en  prenant  l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions  précé^ 

dentés  de  log  z ,  on  est  assuré  que  l'erreur  en  excès  ou  en 

défaut  est  nécessairement  moindre  que  cette  même  quantité. 

Ainsi  on  sera  sûr  d'avoir^  par  ces  expressions^  les  logarithmes 

«xacts  îfisqu'à  7 chiffres^  en  prenant  la  racine  |/x>  de  telle 
manière  qu'il  y  ait  aptè%  la  virgule  /xéro  avant  les  chiffres  si- 
gnificatifs. 

En  général,  puisque  l'erreur  va  en  diminuant  à  mesure 
que  Ton  prend  l'exposant  r  de  la  racine  plus  grand ,  on  peut 
dire  qu'elle  deviendra  nulle  ou  comme  nulle,  si  on  prend  r 
infiniment  grand  ;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  alors  l'un^ 

et  l'autre  des  deux  formules  -  (  [/z — i)  et  -  / 1 \ 

comme  l'expression  exacte  de  log  z. 
On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  rentrent  dans 
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la  classe  des  puissances ,  et  forment  te  premier  terme  de  la 
série  des  puissances  dont  les  exposans  crussent  ou  djCroissent 
depuis  zéro  y  ou  le  dernier  terme  des  radines  dont  les  degrés 
vont  en  augmentant  à  l'iuSni. 

C'est  aussi  sous  ce  rapport  qu'on  peut  dire  qu'à  un  nombre 
donné  répond  toujours  une  i.ifinité  de  logarithmes ,  puisque 
sa  racine  infinitième  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs 
différentes, 

La  meilleure  manière  d'employer  *a  formule  précédente^ 
est  de  prendre  pour  r  une  puissance  de  a ,  puisqu'on  n'aura 
alors  que  des  extractions  de  racines  quarrées  ,à  faire.  C'est 
ainsi  que  Briggs  a  calculé  les  premiers  logarithmes  :  il  avait 
remarqué  qu'en  faisant  des  extractions  successives  da  racines 
quarrées  d*uri  nombre  quelconque,  si  on  s'arrête  dans  une 
de  ces  extractions ,  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  j 
aura  de  zéro  à  la  suite  de  l'unité ,  lorsqu'il  n'y  a  plus  que  l'ur» 
nité  avant  la  virgule ,  la  paitie  décimale  de  cette  racine  se 
trouve  exactement  la  moitié  de  celle  de  la  racine  précédente , 
en  sorte  que  ces  parties  décimales  ont  entre  elles  le  même  rap* 
port  que  les  logarithmes  des  racines  mêmes  ;  c'est  ce  qui 
résulte  évidemment  de  la  formule  précédente. 

Ainsi,  en  prenant  r  =  2**,  on  trouve  pour  a  =  lo 
|/a=i ,  cxDooo  ooooo  ooooo  00199  71743  08135  5o537.  g025i 
-  :^  o,  ooQOO  ooooo  ooooo  00086  75617"  37988  40554. 

*  '  ■  1  •  ■  • 

De  sorte  que  Ton  aura 

ç     r      T  I997i74a08ia55o3a7     -  '^  "^pmf^d- 

l/a—i 

C'est  de  ce  nombre  qu'on  a  tiré  celui  fpCçn  ji  doftné  ci-» 
dessus  pour  la  valeur  de  c, 

4 


.  •  • 


36  .CALCUL 

Si  maintenant  on I  vent  avoir;  par  exemple,  le  logarithme 
de  3,>on  fera  «  =  3,  et  employant  de  même. 60  extrac- 
tions de   racines  quarrées.^   on  trouvera. les  nombres  suiyans: 


|/z;=i,  ooooQ  00000. 00900. ooogS  289^^  64074  SSgSa... 
et,  delà  ...... 


I    1 .    .    .  •  I  «   t' 


-        |/z— 1    95289426407458953  « . 


•  - 1- 


j;  =  o  ,   4771a   ^264^    19662.  ;  ;  -r 


tette  inêthode  est,  cdmnïe  l*on  voit,  très-laborieuse  par 
lé  grand  "nbihbfe  '  d'extractions  de  racines  qu'elle  demande 
pour  avoir  un  résultat  eii  plusieurs  décimales;  mais  les  se-;- 
tîes  que  riQiis  avons  données  ci-dessus ,  servent  à  la  simplifier 
et  à  la  compléter;  car  quel  que  soit  le  nombre  z,  il  suffira 
tfen  extfaire  quelques  Tac.ijnes  quarrées,  jusqu'à  ce  qu'on  par- 

Tienne' À  tfii  nombre"  |/ À  qui  n'ait  que  l'unité  avant  la  vir-* 

gùle  ;  alors  les  puissances  de  v/  ^^—  i  seront  des  firactions  d'au- 
tant plus  p3tites  qu'elles  seront  plus  hautes;  parconséquent 
il  suffira  toujours  de  prendre  un  certain  nombre  de  termes 
de  la  série,  pour  avoir  les  logarithmes  exacts  jusqu'à  tel  ordre 
de  décimales  qu'on  voudra. 

Les  logarithmes  qui  6|it  Funité  pour  module^  sont  cenx  qui 
ee  nomment  logarithmes  naturels,  ou  hyperboliques  ,  parcç^ 
qu'ils  représentent  l'aire  de  l'hyperbole  équilatère ,  rapportée 
aux  abscisses  prises  sur  l'une  des  asymptotes ,  et  que  Neper  a  la 
premier  calculés.  Leur  base  est  le  nombre  e,  et  pour  le» 
distinguer  des  autres ,  nous  les  dénoterons  simplement  par  Isk 
caractéristique  /. 

r  • 'Ainsi  Ix  aura -pour  fonction  dérivée  -,  et  la  formule  gêné-. 

X 
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raie  j;  =  a'"^  *  deviendra  pour  ces  logàrithmeSj  orse'*;  de 
eorte  qu'on  aura  en  général  a'*'*^*=e'**,  et  comme  on  a 
trouvé  plus  haut  a=e*,  on  aura  e*'*^*=  e'"*^;  et  parconsé- 
quent  /x  =  c  log  x.  D'où  l'on  voit  que  les  logarithmes  d'un 
même  nombre  ^  dans  différena  ■  systèmes  ^  sont  en  raisoA  in^ 
verse  de  leurs  modules. 

Au  reste  l'équation  a  =  e*  donncf  ci=il,a\  d'où  il  suit 
que  le  module  c  du  système  logarithmique  dont  la  base  est  a , 
n'est  autre  chose  que  le  ïogarithmènaturel  de  la  même  base. 
Ainsi  on  pourra  par  la  suite  substituer  l'expression  l.a  à  la 
place  de  c  ,  dans  les  fonctions  dérivées  de  a'  et  de  log  x, 

•  De  cette  tïMtnière  ,  on  aura  (flM  pouf  la  dérivée  de  a*, 
et  — ^ —  pour  la  dérivée  de  log  x, 

-.Dans.}B'*3ystèm^':de8  logarithmes  des  tables  usuelles ^  la 
base  a  est  supposée  égale  à  10;  ainsi  ]e  module  dâ(ceËy&tèm6 
sera  /.  10,   dont  la  valeur  est  QjSo^SSSoq^iqq^' " 

m    •  •    « 

Avant  de  terminer  cette-  Leçon  /'je  ne^  puis  m'empêchei 
d'indiquer  tjn  usage  très-simple^ 'de  la  fornùile^ 

a        2.0        2.3.41.  ■    .--'   . 

pour  trouver  le  développffïwent-  d'une,  puissance  quelconque 
d'une  quantité  composée  d'autapt  de  termes  que  Ton  voudra. 

En  effet  /si  à  la  place  de  i  on  met  î  (p  +  C  +  r  + ,  etc.  )  » 

on  aura  '  ..-   ,    ^         ' 

en  roi  :  :  ■  h  £om*ier  r     *  .  . 
^i(p4.^4.M.*fcO=3:  1  -(-;  (p-{-<y-}-r+  etc.  ) 


-'a  'T     '^'3 


+  â  ( P  rf- «r 4: '':t ««<=•)' 'tst§:(P,+?trf^^f  + etc. 


(p-j-^-f-r  +  etcO". 
:l  .2.0 774 


•»  ■  '   • .  • 
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d'un  autre  côté^  on  a 

yOH^-^r  no  :=e'/^  X  e*^  X c^'. . .  •' 
X  ( i+* r +— -  +  — 5  +  etc 0 

.'  I   ■ 

X 

Donc  l6  coei&cient  de  î*^ ,  dans  le  déyel(^>e^e9t  de  ces 
différens   produits  ,  multiplié  pari  ,q.5.  .  .jtp,  sera  la  valeur 

Or  il  est  visible  que  cb  coeiEciBSit  se  trouvera  evmpbsé  d'au- 
tant de  ^ennéï  de  la  forme 

■    •;  •  .  '  '     '   •    ■    .    ' 

••■•■■•     g    'P.    ^    T  •  '  • .    •  ■  '     .1'  tîi.»   '■  j 

1  .  a  .  3  .  ../iX  1.Û.5  .     fi.X  i.a.S  ...  r  X    .:j!*. 

qu'on  peut  donner  de  val^eurit  différentes  à  â^  /x,  f,  etc.  ^  de 
sorte   que  Fon  ait. 

en  prenant  pour  ?^,f^y  y^  un  des  nombres  entiers  positifs. 

I    .  .  -  -  ■  .-  , 

Ainsi  la  puissance  (p+cjf  +  r  4"  etc. )"*  sfera  composée  d au- 
tant de  termes  de  la  forme 

..■.'-■■       -  -  '■'.'. 

i.s.o.4****77i7'    0    r...  » 

i.à.3.  ..A  X  i.â.3.,/xXi.û.3..  ï'X  ... 

ce  qui  s'accorde  avec  co    que  dooae   la  tàéorie  des  cotn-* 
binaisons. 


DES      FONCTIONS.  5q 


LEÇON    CINQUIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  sinus  et  cosinus  d^  angles  y 
et  des  angles  par  les  sinus  et  cosinus.  Déve-^ 
loppement  de  ces  quantités  en  séries. 

JLiES  angles  n  entrent  dans  Tanalye  que  par  le  moyen  de 
leurs  sinus  et  cosinus,  qu  pn  dénote  par  les  mots  sin,  et  cas. 
placés  comme  caractéristiques  avant  les  angles.  On  a  ainsi 
les  fou  étions  angulaires  sin  x  et  côs  x,  dont  la  propriété  gé- 
nérale tirée  de  la  nature  du  cercle ,  est  qu'en  prenant  deux 
angles  quelconques  a;  et  ^,  on  â 

sin  (  a:  +  j'  )  =  sin  a:  cosy  +  cos  où  siny 
cos  (  JJ-}-^  )  =  C0SJ7  cos^  —  sin  x  sin^. 

Cela  posé ,  pour  avoir  les  fonctions  dérivées  de  sinx  et  cos  x, 
il  n'y  aura  qu'à  mettre  x-^-i  klèi  place  de  x,  et  développer 
ensuite  les  fonctions^ 

sin  (  07  -|-  £)    et    cos  (  a:  +  i ) 

suivant  les  puissances  de  i  :  les  coeificiens  de  i  dans  ces 
développemens ,  seront  les  dérivées  cherchées.  Or  par  les  for- 
mules précédentes^  on  a 

sin  (a:  -f-  i)  =  sin  x  dos  i  -f-  cos  a:  sin  £ , 
cos  (a?  •*{-  i)  =C08  a;  cos  i  —  sin  a:  sin  i. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  développer  en  séries  les  quantités 
sin/  et  cosf. 

J'observe  d'abord  que  quelle  que  puisse  être  la  série  du  dé- 
veloppement de  sin  i  ^  elle  ne  saurait  être  que  de  la  forme 

M"'  +  Bi''+  etc. 

m  y  n,  etc.  étant  des  nombres  positifs  et  qui  vont  en  aug- 
mentant; car  le  sinus  devant  être  pul  lorsque  l'angle  est  nul, 


4o  CALCUL 

il  est  évident  que  son  expression  en  série  par  les  pidssances  do 
l'angle ,  ne  peut  contenir  aucune  puissance  négative. 

J'observe  ensuite  que  par  les  formules  générales^  en  faisant 
xety  égaux  à  i,  on  a, 

sin2it=:  j2  sinf  cosi  =  a  sinî  v/(i  —  •m*i); 

donc  sin  i  étant  =  -^i"  +  -^^"4"  etc. ,  on  aura 

sin  ai  =  9^Ai^  -(-a"5i"  +  etc. 
D'un  autre  côté,  on  a, 

sin*  i  =  AH^"^  +  û^^f""*-»  +  «te-  > 
et 

|/(  1  — sin»0=(i— sûi*zy=  1  —  ï  ^•?«— ^iîi"''^»— etc.  ; 
donc  on  aura 

a  sini  1.  (  i  —sin»/)  =  a  ^i"»  +•  a  j5i»  +  etc.  —  ^i3«_ ç^c. 

cette  série  devant  être  identique  avec  la  suivante 

a"*  AV^  +  a"-fi£«  +  etc. 

qui  exprime  la  valeur  de  sin  a£^  la  comparaison  des  premiers 

termes  qui  renferment  la  même  puissance  z"*,  donnera 

^A  ==  a^A  \  donc  m  =  1 . 

Ainsi  on  est  assuré  que  le  premier  terme  de  la  série  de  sin  i 
est  Ai  ;  parconséquent  les  deux  premiers  termes  de  la  série  de 

A^i* 
cos  i  y  seront  i  — ,  faisant  ces  substitutions  dans  les  expres- 
sions ci-dessus  de  sin  (  a7+i  )  et  cos  (  j;  -|-  j  )  et  n'ayant  égard 
qu'à  la  première  puissance  de  i  ^  on  aura 

sin(a:H  i)  =:sinx-|-i-<^cosx-}-etc. 
cos(a;-f-i)  =:cosa? — i-i^sinx  +  etc.  ; 

donc  la  fonction  dérivée  de  sin  x  »  sera  A  cosx  ^  et  la  fonction 
dérivée  de  cos  x ,  sera  —  ^  sin  a?. 

Le  coefficient  A  est  une  constante  encore  inconnue  ,  mais 
que  nous  déterminerons  ci-après  par  la  nature  du  cercle. 

Connaissant  ces  premières  fonctions  dérivées ,  on  pourra 
de  la  même  manière  trouver  toutes  les  suivantes.  Ainsi  la 
première  dérivée  de  sin  a?  étant  Aco$x ,  la  dérivée  de  celle^ 
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^î  sera  —  -^*  sin^,  et  la  troisième  dérivée  sera  -i—  J?  cos  x, 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  en  général,  si^x^sino:,  on  aura 

£t  faisant  ces  substitutions  dans  la  série  du  développement 
de  f(^x  +  i)  >  o^  ^^^* 

fin  (a;  +  i)=  sin  x  4--<^icosx— •  — —  sin  x 

A^  i^  A^  i^ 

-—  — =-  008 x-| =-r  sin  a;  4-  etc. 

2.0  a. 3. 4  " 

On  aura  de  même 

fx:=zC0SXy  fx^=i'^Asiûx ,  f"x:=zr^A*COSX, 
..  fx:=2  A^siuXy  f^"^x:=:A^cosx,etc, 

Et  ces  substitutions  donneront 

cos  (  a:  +  £)  =  cosx  —  ^  i  sin  x  — cos  a; 

a 

,    ^?    .        .     À^i^ 

'4 =-  smx-| =— -  cos  X  —  etc. 

12. o  12.0.4 

FaisQUis  pour  abréger 

..    '  ^.       A^P   ,      A^? 

12.0         a. 0.4. 5  * 


.'6 


^*£*    ,    A^i^  AH'         ,     ^ 

^  a      *    a.3.;4       a. 3.4. 5. 6    *^       •  • 


;f 


•n  aura  , 

sin  C  ^  +  0  =  0  SÎn  X  .+ P,C05.X  ,  r  ,  .    \ 

cos  (  X  +  z  )  =  Ç  cos  X  —  P  sin  x , 
d'eu  l'on  tire,  par  les  théorèmes  connW> 
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sm£=P  et  cosî=  Q. 
Ainsi  on  aura^  quel  que  soit  l'angle  i^  les  séries 

•sin  r=^  i  A  —  — =-  -^ g   ,  r  —etc. 

a. 3        2.3.4*5 

eo..=  i-_^  +  _-.-_-^^  +  etc. 

II  sembk  qu'on  aurait  pu  déduire  immédiatenient  ces  sé-^ 
lies  de  celles  qu'on  a  trouvées  ci-dessus  pour  sin  (  x  +  O 
et  cos  (x-f-i)  -en  y  ÉEÛsMit  x=  o;  mais  nous  avons  voulu 
éviter  ici  y  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus  haut ,  les  dif- 
ficultés qui  pourraient  naître  de  ce  que  le  développement 
de^  (  a:  +  i)  n'est  généralement  vrai  que  tant  qu'on  ne  donne 
pas  à  X  des  valeurs  particulières. 

Maintenait  il  est  vis3>!e  que  ces  séries  seront  nécessaire* 
ment  convergentes  y  en  prenant  l'angle  f  tel  que  y^f  soit  égal 
ou  moindre  que  l'unité  ^  et  il  est  visible  en  même  temps 
qu'on  aura  alors 

sînf  ^Ai  ct>  Ai^^  — 5-; 
.  „  a.o 


%  - 


car  les  termes  ayant  les  signes  alternatifs^  et  allant  en  di- 
minuant, les  sommes  du  second  et  du  troisième ,  du  quatrième 
et  du  cinquième,  etc.  seront  toutes  négatives,  et  au  contraire 
les  sommes  du' troisième  et  du  quatrième,  du  cmquième  et 
du  sixième,   etc.  seront  toutes  positives. 

D'un  autre  côté,  il  est  'démontré  ligonreitsenient  par  les 
théorèmes  à* Archimède ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  l'arc ,  et  que  la  tangente  est  plus  grande  que  l'arc ,  da 
moins  dans  le 'premier  quart  de  cercle;  ainsi  ^n  aura 

.           .         sin  £       . 
çinJ<i,  et :>*; 
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mais  cosi  =  ^Z  (i  — sîn*  i). 


8in  i 


donc         :-rr — r-rr  >  i;  sin*  i>i*  (i  —  sîn* i)  » 

d*où  Ion  tire 

sm  i> 


«    •  ' 


«lui  on  aura  par  là  nature  du  cercle, 

S 


flîn  i  <[  £  et  >- 


V  (1  -♦-»•) 


Si  donc  on  prend  Tangle  i  moindre  qn*un  droite  et  assez 
petit  pour  que  Ai  soit  moindre  que  Tunité^  on  aura  n4* 
cessairement 


4 

i' .Smi<^?et>  ' 


parconséquent , 

a» Smz>u^i çç-  et<i, 

parcoiMéqueDt>    ... 

Comme   ces  conditions    doivent  avoir  lieu,  quelque  petit 
que  soit  i,  il  résulte  de  la  première  ,  que  A  ne  peut  pas  être 

moindre  que  i  -,  car  si  i^  <  i ,  o^  aura  ";7  >  ^  5   or  la  con- 
dition  '  '      .         -  ~' 


.  i 
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dono  quelque  peu   que  —  surpassât  T unité ,  il  serait  toujouri 

A 

possible  de  prendre  i  tel  que 

l/(l+?)  fût<-^, 

':andis  que  cette  quantité  doit  toujours  Être  ^  — . 

Il  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition,  que  ^ ne  peut 
pas  être  plus  grand  que  l'unité  ;  car  quelque  peu  que  A  sur- 
passât Tunité,  il  serait  toujours  possible. de  prendre  i  assez 
petit  pour  que  Ton  eût      . 

■  ... 

t^dis  qu'on  doit  avoir  toujours 

■ 

^  +  -rr  >  ^- 

\  2.0 

Donc,  puisque  ïa  valeur  à&  ,A  ne  peut  être  Jii  moindre  ,' 
ni  plus  grande  que  l'unité ,  il  s'etistHt  qu'on  aura  nécessai- 
rement A=:l, 

Donc  la  fonction  dérivée  de  sin  x  est  simplement  cos  x  , 
€t  la  fonction  dérivée  de  cos  x  est  — sinx,  07 'désignant  un 
angle   quelconque ,  c'est-à-dire ,  un  arc  dans  le  cercle  dont 

le  rayon   est  l'unité.  :'»/•* 

■  • 

Ainsi  on  aura,  en  général,   pour  un  angle  quelconque  i, 

■  ■  •    :  '  ■     ■.  ■  '      ;■'■•■■  '  '■*     -^ir.tv-    ^ 

*■  1^  i^    I        .  ■       ■     .  • 


•1  (  » 


.4       2. 3. 4 
formules  connues ,  et  dont  la  découverte-est  duQ  à.  Newton. 


cos£  =  i-  -H-  ^-g-2  -  a.3. 4.5.6  +«*«=•'   r.:.i:/. 
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Nous,  venons  de  considérer  les  sinus  et  les  cosinus  comme 
fonctions  des  angles.  On  peut  réciproquement  considérer  les 
angles  comme  fonctions  de  leurs  sinus  ou  cosinus,  et  en  cher- 
cher les  fonctions  dérivées.  On  désigne  communément  cette 
fonction  par  les  mots  ang  sin  ou  ang  cos  ^  placés  ayant  le 
sinus  ou  cosinus ,  comme  caractéristiques. 

Soit 

fx  =  ang  sin  x ,  on  aura  sin  (/x)  =  x  ; 

mettant  a;  -f-  i  pour  x ,  et  supposant 

ifx  +  ~fx  +  etc.  =  (»  , 
on  aura 

«in  (^fx  4"  «^^ )  =  -É?  +  i=s  sin  (/x )  cos» -f"Cos  (/x)  sin  *  ; 
or 

sin  {fx^-szx'y  cos  {fx)z=z^  {i  — sin*(/x)}  =:V/i— .a;»J 

de  plus 

smAf=:A)*«-« — =  +  etc.  ;  et  cosû)=i— — r-f-etc, 

par  les  formules  trouvées  plus  haut;  donc  faisant  ces  sub- 
stitutions, et  restituant  la  valeur  de  cv,  on  aura,  en  ordonnant 
les  termes  par  rapport  à  i,  Téquation  identique 

x  +  izrix'i'i^  (i  — x*)/x 

+  —  {  1/(1— 0^)  foc—x(J'xy}'+'  etc.  ; 


laquelle  donne  ,  par  la  comparaison  des  premiers  termes  af- 
fectés de  i, 

■  -  1 

1  =  V/(i  —  x*)/'x,  d'où  résulte  fx=  \y    _    ^.' 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  valeurs  de 


■.\ 
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fx,  fxy  etc.;  nutts  il  est  plus  simple  de  les  déduire  îm* 
médiatement  de  celle  àefx. 
Soit  maintenant 

fx  =  ang  cos  x^  on  aura  x=  cos  (/x)  ; 

ff 

mettant  x+i  pour  x ,  et/x  +  «  pour/x,  on  aura 
x  +  i=ços  (Jx  +  m)=cos  (/j?)  cos*»  — sin  (Jx)smmi 

or 
cos(/x)=xetsin(/x)  =  V'O— cos»(/x))  =4/(1— x*)  ; 

faisant  ces  substitutions,  et  mettant  pour  sin  »  et  cos  a  kun 

valeurs  en  séries ,  q =,  etc.,  et  i —  +  etc., onaura, 

s  •  o  s 

après  avoir  restitué  la  valeur  de  •,   et  ordonné  ies  termes 

suivant  les  puissances  de  i ,  cette  équation  identique 

x  +  i=:x — 1^/^(1— x*)/'x 

et  la  comparaison  des  deux  premiers  termes  affectés  de  i 
donnera 

i  =  -.V(i-x-)/x, 

d'où  résulte 

Donc ,  puisque  x  étant  le  sinus  d'un  angle ,  V{\ — x*)  eir 
est  le  cosinus,  et  x  étant  le  cosinus/  i.'^(i*— a:*)  en  est  le 
sinus  ;  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  trouver ,  qujt  la 
fonction  dérivée  d'un  an^le ,  exprimé  par  son  sinus ,  est  ea;ale 
à  l'unité  divisée  par  le  cosinus ,  et  que  la  fonction  dérivée 
d'un  angle  exprimé  par  son  cosinus ,  est  égale  à  l'unité  di-^ 
wée  poiT  h  sinus,  et  prise  avec  le  signe  mains. 
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LEÇON     SIXIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  quantités  composées  de 
différentes  fonctions  d'une  même  variable  j 
ou  dépendantes  de  ces  fonctions  par  des  équa'^ 
lions  données. 

J  4  E  S  fonctions  que  nous  venons  de  considérer  dans  les  trois 
dernières  leçons ,  sont  comme  les  élémens  dont  se  composent 
toutes  les  fonctions  qu'on  peut  former  par  des  opérations 
algébriques;  c'est  pourquoi  nous  ayons  cru  devoir  commencer 
par  chercher  les  fonctions  dérivées  de  e«8  -fonctions  simpUs  ; 
et  nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  trouver  les 
fonctions  dérivées  des  fonctions  composées  de  celles-ci  d'une 
manière  quelconque. 

Nous  supposerons  en  général  que  p,  (Jt  r,  etc.  soient  des 
fonctions  quelconques  d'une  même  variable ,  dont  les  fonc- 
tions dérivées  p\  q\  r',  etc.  soient  connues,  et  que  j^  soit  un© 
fonction  conlposée  de  p ,  9 ,  r,  etc. ,  dont  on  demande  la 
fonction  dérivée  y\ 

On  considérera  que  x  devenant  x-f-i,  ^  deviendra  <m 
général 


£• 


^-fïy4-— y+etc.  : 

or  p^  qy  r,  etc.  deviennent  en  même  temps  / 

P  +  ^p'  +etc.,  q  +  iq^  -|"®*c.,  r-j^ir  +  etc.  ; 

il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  y ,  développer  les  termes  suivant  les  puissance»  de  i-,  et 
\m  coefficient  de  i  sera  la  valeur  cherchée  de  y\ 
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A   •  •  • 

Ainsi  ^  SI 

y  =  Ap  +  -5<7  +  Cr-f-  etc.  ; 

jiy  B ,  C,  etc.  étant  des   co^iRciens  quelconques,   on  «ara 
sur-le-champ 

y''=^Ap'  +  Bq'  +  C/  +  etc. 

Si  ^  =  Apq  ,  la  quantité  pq  deviendra 

(p+v'+etc.)X(qf+^^+etc.)=p<7-fi(gp'+pqf')  +  etc.; 

donc 

Si  ^  =  Apqr,  on  trouyera  de  la  même  manière 

8?^^:=  A^^j  la  quantité  -  deviendra 

p  +  ip'  +  etc. 
9  +  i  <jf'  +  etc.* 

Développant  le  dénominateur  en  série  y  suivant  les  règles  coib* 
nues,  on  aura 

(p+V'+etc.)X  (^  — ^  +  ^tc.). 


donc 


Soit  y  =  ^p"  q*,  la  quantité  p"*  g*  deviendra 

(P  +  ^P'+ etc.)"  (ç-f-ig'  +  etc.)» 
=  (p*+mïp">r*p'-|-etc.)  (g«+îM'9«-r*9'-+ietc.) 


lA/tH- 


==p-fl 
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=  P"9"  +  *  (nip"*"*  v"/>'  +  Tuf^^f^if  )  -!•  etc.  ; 

donc 

y  '=:A  {mq^p^'^^p^  +  np^q^*^^q' ). 

On  trouvera  de  la  même  maziière  ,  que  si  jr  =:  jip^q*r^,  oa 
aui^a 

y  =  ^  i^m^fi^p^-^p'  +  np'^r^q'^^'q' +  Ip'^q'^r^-'V ) , 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  en  général  jr  =^;  en  regardant  fp  comme  une  fonc- 
tion de  p ,  ses  fonctions  dérivées  seront  f^p ,  f^'p ,  etc.  ; 
en^orte  que  p  devenant  p  -h  ^>  fp  deviendra 

fp+^fp+^fp^txc. 

•    Or  p  étant  une  .  fonction  de  x ,,  lorsque  x  devient  x^  i^ 
p  devient  P'\^ip^  '^  —  p"  +  etc. 
Donc  faisant 

»t=:£p'  -^ p^  -f.  etc. , 

la  fonction  /p  deviendra^  par  la  substitution  de  x  -f*  î  à  la 
place  de  X, 

fp-\-  ¥fp + Y  (P'^P + pTi») + etc. 

Ainsi  on  aura  d'abord  y  =  p'fp  >  d'où  résulte  ce  prin- 
cipe :  que  la  fonction  dérivée  d'une  fonction  qui  est  eUe^ 
même  une  fonction  de  x^  est  égale  au  produit  des  fonctions 
dérivées  de  ces  deux  fonctions > 

Ce  principe  sert  à  généraliser  les  résultats  précédens^  rela- 
tivement aux  fonctions  dérivées  des  puissances  des  expoaen« 
tielles  des  logarithmes  et  des  sinus  et  cosinus.    . 

Ainsi  i  si  J^  =  p"*,   ou  aura  y  =s  mp'^Yi 
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ûy  ==  logp,  on  auray  =  —  ; 

BÏy  =  sin  p,  on  auray  =  p'  cos  p  ; 
siy,=  cos  p ,  on  auray  =— p'  sin  p ;* 

81  _y  =  ang sin piOn  auray  = —i~;y ; 

ri  jr  =  ang  cosp,  on  auray  =  —  ^  ^  i  — >)' 

Supposons  ensuite  que^  soit  une  fonction  de  p  et  9  ^  que 
nous  désignerons  par  /*(p ,  fl)  ;  il  s'agira  de  substituer  x  -^i 
à  la  place  de  x  dans  les  deux  fonctions  petq,  et  de  trouver 
ensuite  le  coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la  fonc- 
^on  composée  f{p,  q).  Or  il  est  visible  qu'on  aura  le  même 
résultat^  soit  qu'on  fasse  ces  deux  substitutions  à-la-fois ,  soit 
qu* on  les  fasse  Fune  après  l'autre  ,  puisque  les  quantités  p^tq 
sont  regardées  dans  ces  substitutions  comme  indépendant^. 

En  substituant  d'abord  sr  4"^  ^  la  place  de  x  dans  la  fonc- 
tion p,  lafonctiony*(p,  q),  regardée  seulement  comme  fonc- 
tion de  p ,  deviendra ,  par  ce  que  nous  venons  de  trouver , 

J'écris  simplement /'(p)  pour  désigner  la  fonction  déri- 
vée d^fip^q)  prise  relativement  àpseul^  q  étant  regardée 
comme  constante. 

Substituons  ensuite  x  +  i  au  lieu  de  x  dans  la  fonction  q^ 
la  fonction  f(^p,q)  deviendra  pareillement 

/(p,?)+'Y/(?)  +  etc., 

où  fiSi)  représente  la  fonction  prime  d%  f{p^  q)  [nise  re-* 
lativement  à  q  seul^  p  étant  re^gardée  comme  constante. 
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•  Quant  au  terme  ip^f{p) ,  il  est  visible  qu'étant  déjà 
multiplié  par  i ,  il  se  trouverait  par  cette  nouvelle  substitu- 
tution  augmenté  de  termes  multipliés  par  i*,  P^  etc. 

Ainû  les  deux  premiers  termes  de  la  série  provenant  du 
développement  de  /(p,  <f),  après  la  substitution  de  a:  +  î 
pourv.x  dans  p  etq,  seront  simplement 

de  sorte  qu'on  aura 

y =p'f  ip) +«/'/('/)  =/(p>  </  ). 

Si  y  était  une  &tiction  de  p,  <i,  r,  représentée  par/(p>(7,r) , 
on  trouverait  de  la  même  manière 

y=P^f(.pi  +  l'/Xl)  +  r'fCr)  ^fiP,  <1.r), 
et  ainsi  de  suite. 

D'où  Ton  peut  tirer  cette    conclusion   générale  ,    que  la 
fonction  dérivée  d'une  fonction  composée  de  différentes fonc- 
tions  particulières ,  sera  la  somme  des  fonctions  dérivées  rela-* 
tives  à  chacune  de  ces  mêmes  fonctions  considérées  si  pare- 
ment et  indépendamment  F  une  de  l'autre. 

Ce  principe,  combiné  avec  le  précédent,  suffit  pour  trouver 
les  premières  fonctions  dérivées  de  toutes  sortes  de  fonctions, 
ainsi  que  les  fonctions  dérivées  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi  la  fonction  dérivée  de  p^  étant  ^p'  relativement  à  p, 
éXpqf  relativement  à  </,  la  fonction  dérivée  totale  sera  qp^-^pq^ 
comme  nous  l'avons  trouvé  ci-dessus. 

De  même  en  regardant  maintenant  p'  et  q'  comme  de  nou- 
velles fonctions,  dont  p*  et  fl"  sont  les  fonctions  dérivées,  la 
fonction  dérivée  de  qp^  sera  q'p'  -f  W"  ^  ^^  '*  fonction  déri- 
vée de  ptf  sera  p'q'  -}-  pq"  ;  de  «orte  que  la  seconde  fonctioa 
<l^rivé©  de  pq  sera  qp'^  +  a  p'9'  +  pq"  ;  et  ainsi  de  suite.  . 
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Par  les  mêmes  principes  on  a  • 

pour  la  fonction  dérivée  de  p'^q* ,  le  premier  terme  étant  la 
fonction  dérivée  relative  ip,  et  le  second  étant  la  fonction  dé- 
rivée relative  à  </  ;  et  ainsi  du  reste. 

Si  p=:sin  J7  et9  =  cos  x,  onap'sscos  x  et  9^=:— -sinx; 
donc  lorsque 

y  =  sin""  X  cos"  x, 
on  aura 

y  ^zm  sin"*^*  x  cos**"*  x  —  »  co8"~*  x  sin"^'  x. 

Amà,  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au  sinus  divisé 
par  le  cosinus,  en  la  dénotant  par  les  mots  tcuig  placés  avant 
Tangle  comme  caractéristique ,  et  faisant 

sin  X 

y  =  tang  X  =  , 

•^  °  cosx 

on  aura 

>  .    sin*  X  i 

•^  cos*  X        cos*  X 

■ 
Et  en  général  9  si^  =s  tang  p,  on  trouvera 

•^  ços*  p 

Mais  la  fonction  y  pourrit  n'être  donnée  que  par  une 
équation  entre  x  et  y.  Représentons  en  général  cette  équa- 
tion par 

Fiy,  x)=:o: 

il  est  clair  que  si  on  regarde  y  comme  une  fonction  de  x  dé- 
terminée par  cette  équation ,  et  qu'on  imagine  cette  fonction 
substituée  au  lieu  de  y  dans  Fiy^^),  û  en  résultera  une 
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fonction  de  x  qui  sera  identiquement  nulle ,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  a?^  et  parconséquent  aussi  en  mettant  x  -f^  i  à  la 
place  de  x,  quelle  que  soit  la  valeur  de  L 

Dénotons  cette  fonction  par  z,  et  comme  x  devmiant 
x  +  i,  z  devient  z  +  iz'  ^ —  z"  -f-  etc. ,  on  aura,  quelU 
que  soit  la  valeur  de  i  ^  Téquation 

z  -f-  iV  4-  -  a"  +  etc.  =  p  ; 

d'où  Ton  tire  les  équations 

z  :=:  o,  z^  zz  o,  z"*  ^=z  o,  etc. 

Maintenant  z  étant  z:=z  F(^y ,  x^  on  aura  par  \t%  formules 
ci-dessus 

z'=:/F'iyy+F\x), 

en  dénotant  par  F' ( ^  )  la  fonction  prime  de  F(^y,x') 
prise  relativement  à  y  seul ,  et  par  F'  (  j?  )  la  fonction  prime 
de  F( y,x)  prise  relativement  i  x ^ . et  faisant  x^  =  i  ^ 
puisque  x  devient  simplement  x  «f-  i» 

Ainsi  réquation  dérivée,  a'  =  o>  sera 


d*où  Ton  tire 


y —  r(v)' 


On  aura  de  cette  manière  la  valeur  de  y'  en  fonction  de  m 
et  y  ',  de  là ,  en  regardant  toujours  y  comme  fonction  de  x , 
on  pourra  déduire  la  valeur  de  ^'^  en  fonction  de  x  et  y.  Car 
en  supposant  pour  abréger  y  =f(^y,  x  ) ,  la  fonction  dérivée 
àefl  y,  x)  sera  de  la  {orme  y  f*  (y)  +/'(x);  donc 
substituant  pour  y  sa  valeur^  on  aura 


^  c  A  L  e  e  t 

et  ainsi  de  suite. 

On  trouverait  les  menées  Trieurs  Aê  y" ,  y'^;  etc.  par  les 
éqpiations  z"  =:  o ,  z"  :=::  o ,  etc. 

Si  Ton  avait  plus  généralement  Féquation 

on  trouverait  de  la  même  manière  Téquation  dérivée  ^ 
y^' (^  )  +  P'/^' (  P  )  +  9'i^  (  <7  )  4- «te.  =5  »•, 
d'où  Ton  tire 

^~  FXy). 

Et  regardant  da  nouveau  la  valeur  dii  y  comme  une  fonc- 
^on  deyyp^(fy  etc.  ^  p[,^q\  ^tç. ,  s^  foi[i©lion  dérivée  sera  U 
valeur  de  v";  et  ainsi  de.  suite.  ,, . 

^^  EoSàsi  To»  avait  deux  fonctions  y  et  u  données  par  les 

équations  •     •  '.        " 


on  pourrait  par  les  ttiêiôe^  opération!  ttouver  immédiatement 
les  valeurs  de^  et  a'  en  fonctions  àt  y ^  u,  p,  <j,  etç--,^'         . 

Car  on  aurait  d'abord  .l^^'>l6(piations  dérivées 
y'f"  (^)  +u'F'  («)+/>'  (p)  4.9'F'  (</)  +  elc.  =a 

4 .   .  ■-.     •  <  %-t      ,  ,  •     .'■■^  ■■  » 

4  OÙ  Ton  tirerait  y  ^  i/ i  ^t  ainâ,  4»  r^tg,'        .:>,  .   m!  ;-<^  -^ 

'  Les  règles  que  nous  venons  d'éteblir  suffisent  pour  trouve? 
les  fonctions  dérivées  d'un -ordre '§ue]fcfoiîque  de  toute  fonction 
d'une  variable,  de  quelque  rnàmèré  iqu'êUe  suit  donnée,  soit 
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explicitement  par  des  expressions  déttrrmin^es ,  soit  iinj^cite* 
nient  par  des  équations  quelconques. 

A  l'égard  de  la  notation  que  nous  ayons  employée  pour  re- 
présenter séparément  chaque  partie  d'une  fonction  dériyéq , 
relatiye  à  chacune  des  fonctions  particulières  qui  entrent  dans 
la  fonction  primitive ,  on  voit  qu'elle  est  très-simple  et  très- 
commode  ,  et  nous  nous  en  servirons  aussi  dans  la  suite. 

On  peut  même^  paf  cette  notation ,  ne  séparer  du  reste  de 
la  fonction  dérivée  que  la  partie  relative  à  une  variable  don- 
née. Ainsi  les  fonctions  primes  de  fonctions  dé  p  etq,  ou  de 
Pj  9  et  r,  ou  etc.,  peuvent  développer  de  cette  manière 

f'ip..q,r)=p'f\p)+fXq.  r) 
=  Pr(P)+<7'/'('7)+y/"('-> 

et  ainsi  des  autres.  « 

II  faut  toujours  obeeryer  de  ne  renfermer  entre  les  paren- 
thèses qui  suivent  la  caractéristique/^  des  fonctions  dérivées , 
que  les  variables  par  rapport  auxquelles  on  veut  prendre  la 
fonction  dérivée. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu^une  seule  variable  entre  les  parenthèses 
comme  ^  (  p  )  ,  cette  expression  indique  que  la  fonction  dé- 
rivée doit  être  prise  relativement  à  cette  variable ,  comme  si 
elle  était  seule  et  unique;  c* est- à-dire  que  f  {p)  sera  le 
coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la  fonction  donnée , 
en  y  substituant  simplement  p  «f<  i  au  lieu  de  p ,  qiidq^  fonc« 
tion  d'ailleurs  que  p  puisse  être,  de  x. 

Quoiqu'il  soit  pluç  simple  de  déduire  les  fonctions  dérivées 
des  différens  ordres  tes  unes  des  autres,  parcéqoe  de  cette 
manière  les  mêmes  règles  et  les  mêmes  opérations  font  trouver 
toutes  les  dérivées ,  et  que  ce  soit  mime  datas  cette  dérivation 
successive  des  fonctions^  que  consistent  l'essence  et  l'algorithme 

4 
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fondamental  du  calcul  des  fonctions  dérirées ,  il  y  a  néanmoins 
des  cas  où  la  considération  immédiate  des  termes  successifs  de 
la  série  peut  donner  les  fonctions  dérivées  successives  d'une 
même  fonction  d'une  manière  plus  directe  et  plus  générale  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  développement  de  la  fonction  en 
série  peut  s'exécuter  facilement  par  les  formules  connues. 

En  elTet^  si  Ton  a  en  général 

p ,  q  etc.  ^  étant  des  fonctions  de  x ,  et  qu'on  substitue  x  -{-  i 
à  la  place  de  x ,  cette  équation  deviendra 

î=/(P  +  V'+  -  p'^  +  etc,  q  +  i(f+  -  9"  +  etc-,..). 

Et  elle  devra  avoir  lieu  indépendamment  de  la  quantité  ih« 
déterminée  i  ;  de  sorte  que  si  l'on  peut  développer  directement 
la  fonction  qui  forme  le  second  membre  en  une  série  de  la 
forme 

/(?>?•••)+  iP  +  i*Q  +  i^R  +  etc.  ; 

o|i  aura  sur-le-'cbamp 

Soit^  par  exemple^  y  =:  pq:  on  aura  à  réduire  en  série 
l'expression 

(A^+^y+3P'+«t<^o(9+iy+^9''+€tc.), 

et  il  est  facile  de  voir  qti'on  aura 
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a. 3        a.3   ^     a     ^     a     ^  a.3  ' 
£t  en  générd 

a.3...  m       a.3...  m      a.3...(m— i)      a.a.3...  (m— a) 

+    — g  g 5    +  etc. 

a.3.  a.3..  m  —  3    '^ 

l'exposant  placé  entre  deux  crochets  désignant  Tordre  de  la 
fonction  dérivée^  de  sorte  qu'en  multipliant  par  a.3..  m,  on 
aura  la  formule  générale 

En  général. si  on  Tait  jr:=  p^r. . .  .^  on  trouvera  de  la  même 

manière  que  la  valeur  de  — *^ sera   composée  d'au- 

1 .a.o. . . m 

tant  de  termes  de  la  forme 

„(^)  li^)  âO 

i.a.3...  âX  i.a.3.../4X  i.a.3...  fX*-* 

qu'on  pourra  donner  de  valeurs  diiFérentes  aux  nombres 
Ky  fjLy  f  etc.  ^  de  manière  que  Ton  ait 

X  «+  ju  +  y  etc.  =  m. 
Supposons 

p  =  c**,  9  =  e*',  r  =  c^'  etc. , 
la  quantité  e  étant  toujours  telle  que  /.e  =  i ,  on  aura 
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et  la  fonction  dérivée  de  Tordre  m  sera 

y-)  =  (^a'{'b  +  c  +  etc.  )•  y  ; 
on  aura  de  même 

p        -ziL  a  p  ^   q         -zz.  or  q  ^  r       z=i  c  r,   etc. 

Donc  y  puisque  y  =  pqr,.,  il  s*ensuit  que  la  quantité 

(  a  +  i  +  c  +  etc.  )"• 

-• ■  ^ 

1 .2.0. . . m 

pourra  se  développer  en  autant  de  termes  de  la  forme 

K      .fJL       f 
il        9         C    .  .  .  • 

1  .a.3. . .  A  X  1  là  3.~. .  ft  X  1  .a.  3 r  X 

qu'il  y  aura  de  manières  .différentes  de  satisfaire  à  Féquatlon 

^  +  M  "f"  ^  "f-  etc. ,  =3:  m , 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  d'une  autre  manière 
à  la  fin  de  la  Leçon  IV'-    .  ; 

Faisons  maintenant 

p-^iaf^  ç=x*,  r^sixfy  etc. 
on  aura 

en  faisant 

A  ^^u  +  6  +  c  +  etc. 

Donc  prenant  les  fonctioas  dérivées  des  ordres  m  ^  x  >  fi ,  r ,  etc. , 
on  aura 

p(^)=:a(a_i)  (a  — 2)...(a  — A  +  Ox^""^ 
<7  (  ^  )  =  6  (  6  _  1  )  (  A  i^  a  ) . . .  (  6  —  f£  +  1  )  JP*  ""^ 
rC-')=:c(c  —  0(c  —  a)...(c  —  y+i)  x^~'  etc. 


■T 
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Donc  puisque       • 

^  —  7îi=:a  —  x-f-6  —  ^^c  —  ^4-  etc. , 

la  q[uaiitité 

^(^— 1)(^— a),,.  (^— yn+i) 
--•.  -r-'i  i  2  .3 m 

se  trouvera  cginposée  d*autant  de  quantités  de  la  forme 


l'i  ^ 


X'  •   3   •  o***>*  ^ 

X  g  ■ 

1     .    2    .    O .  .  .  .   fC 

•  •  •  •  ^  • 

y  C(C— O  (c-,a)....  (c  — y^l)^^  ^^^ 

t   ,  a  .  3. ... .  r 
qu'il  y  a  de  i];ianières  diiFérentes  de  satisfaire  à  rèqij^atioB 

•  * 

J       '    I  •       t         ^  .  "•■      i     *■■■■■  »  •  m. 

'■  7n  =  Â-f-/x  :^- K  .+  etc. , 


ee  qui  indique  line  ^anato^  singfilièf  e  èntre-te  déVeloppementi 
de  la  puissance  dhm  mulënome  ^  et  eëhii  du  predmt  o^tmuefl 

du  même  degrd.-  ;     ^      ' 

^  En  effet/  ajrant  déyeloppé  tuMrptifSMUioe  comme 

(a-fô  +  c  4-610.)"* 

en  ses  différens  termes^  on  aufà  tdu%  de 'suite  le  déyeloppe- 
n^eut  du  produit ..çontiixucl      ...,;:.  :•».;; 

^(^— 1^  (^  — fl>.,..  (^— m  +  i), 

ou  .      .   I  . 

jiz=ia  +  b  -}-  c  ^  etc. 

en  substituant  datis  chaque  terme  à  la  place  des  puissance^ 
a^,  i'^,  c^  etc.,  les  produite  Cfwatinuels 
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c(a — i)  (a — n).. .  (a  —  x  +  i);i(i— i)(i— a)... 
(6  —  ft  +  i>;  (c —  i)(c  — a) (c  — p+i)>  ^^^^ 

On  trouve  une  démonstration  directe  de  ce  théorème^  pour  1^ 
binôme ,  dans  l'ouvrage  de  Kramp  qui  vient  de  paraître  sous  le 
titre  d'jinaiy se  des  Refractions. 

Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  observation  împor- 
tante  sur  la  nature  des  fonctions  dérivées. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  ^  par  la  manière  dont  les  fonc- 
tions dérivées  dépendent  de  la  fonction  primitive ,  que  ce» 
fonctions  sont  absolument  déterminées ,  de  sorte  qu'une  fonc- 
tion donnée  ne  peut  avoir  que  des  fonctions  dérivées  données 
aussi  et  uniques  pour  chaque  ordre. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctions  primitives  à  l'égard 
de  leurs  dérivées  ;  car  puisque  la  fonction  dérivée  de  toute 
quantité  constante  est  nulle ,  il  s'ensuit  que  si  une  fonction 
donnée  est  primitive  à  l'égard  d'une  autre  fonction  donnée» 
elle  le  sera  encore ,  étant  augmentée  ou  diminuée  d'une  cons-« 
tante  quelconque.  Ainsi  une  fonction  donnée  peut  avoir  une 
infinité  de  fonctions  primitives  à  raison  de  la  constante  qu'on  y 
peut  ajouter.  Mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  toutes  les  fonctions 
primitives  dont  elle  est  susceptible^  ne  puissent  différer  que  par 
une  constante  ;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Soit  une  fonction  donnée  fx  ^  dont  Fx  et^x  soient  égalé— 

ment  fonctions  primitives  :  on  saixa  donc  ^  par  l'hjrpothèse , 

•  \ 

F'x  =f;c,  fil:  (p'x  =/r  ;     . 

donc  gênant  les  fonctions  dérivées  successives ,  on  aura  aussi 

F'x  =zfx.F''x=fx  etc. , 
et  de  même 

.  ^"x  '=^fx  .  <fx  '=f''x  etc. 

Considérons  maintenant  les  fonctions 
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on  a  par  le  développement 

donc  substituant  les  valeurs  de  F'x ,  F''x  etc. ,  on  aura 

F(x  +  0  =  Fx  +  î/x+j/x+^fx+etc. 

Et  de  même 

l'A  1% 

<i>Çx+i)=:<fx  +  ifx  +  '^fx  +  —^fx  +  etc.', 

donc  retranchant  Tune  de  l'autre  ces  deux  équations ,  on  aura 

JP(x4-i) — ^  (x  +  i)  =:Fx  —  çx. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient 
xeti,  et  que  le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  -f-  f , 
et  le  second  une  pareille  fonction  de  x^  il  est  visible  que  cette 
fonction  ne  peut  être  qu'une  constante  indépendante  de  x  et  /. 
On  aura  donc  nécessairement 

Fx— 9x  =  i!C 

K  étant  une  constante ,  et  parconséquent 

Fx  T=ztfx  ^  K  : 

d'où  l'on  voit  que  si  <7X  est  une  fonction  primitive  d&fx,  toute 
autre  fonction  primitive  Fx  de  la  même  fonction  ^x  ne  pourra 
différer  de  ^x  que  par  une  constante. 

Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  aura  trouvé  d'une  manière  quel- 
conque une  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée^  en  y 
ajoutant  une  constante  arbitraire ,  on  aura  l'expression  géné- 
rale de  la  fonction  prinûtive  de  la  fonction  donnée. 
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Sur    la    manière   de   rapporter    les  fonctions 
dérivées  à  différentes  ^variables. 

1 1  O  u  s  avond  vu  comment  les  fonctions  dérivées  naissent 
des  fonctions  primitives  par  le  simple  développement^  lors- 
qu'on attribue  à  une  variable  de  la  fonction  un  accroissement 
indéterminé*  .     ' 

Ainsi  toute  fonction  dérivée  est  nécessairement  relative  à 
ime  variable  y  et  une  fonction  qui  contient  plusieurs  quantitéïy 
peut  avoir  différentes  fonctions  dérivées ,  suivant  les  quantités 
qu'on  y  considère  comme  variables.  Lorsque  ces  quantités  dé- 
pendent les  unes  des  autres  >  il  y  a  aussi  une  relation  entre  les 
fonctions  dérivées  qui  y  sont  relatives,  par  laquelle  on  peut 
déduûre  les  fonctions  les  unes  des  autres  ;  cette  relation  étant 
un.  poinJt  important  .de  la  théorie  des  fonctions ,  nous  allons 
nous  en  occuper  dans  cette  leçon. 

En  regardant  y  comn^e  une  simple  fonction  de  x  ^  on  sait 

que  j'  devient  y  +iy^  -{ —  y"  +  etc. ,  x  devenant  x  -^  î.  Si 

on  suppose  que  x  soit  elle-même  une  fonction  d'une  autre  va- 
riable quelconque  t ,  et  qu*on  veuille  regarder  y  comme  fonc- 
tion de  tf  alors  t  devenant  t-^-i,  ou  bien  (pour  ne  pas  con<^ 
fondre  les  accroissemens  dexet  de  t),t  devenant  ^  +  o,  jf 
deviendra  aussi  de  la  forme 


/* 


^+oy-f-y+etc. 

Mais  pour  distinguer  les  fonctions  dérivées  y  y'  etc. ,  qui 
dans  la  première  formule  se  rapportent  ix^âe  celles  de  la  se- 
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conde  qui  se  rapportent  à  t ,  nous  désignerons  pour  un  moment 
les  premières  par  (^  )  ,  iy"  )  etc. ,  de  manière  que  x  deve- 
nant X  ^  i  j  y  deviendra 

Or  X  étant  regardé  comme  fonction  de  t^  lonqbe  t  devient 
t-j-o,  a;  devient 

o* 
^  jF  +  oa?'+  — x" +  ètc.; 


donc  si ,  dans  la  formule  précédente ,  on  met  à  la  place  de  i  Fac- 

croissement  de  a? ,  qui  est  o  x'-j x"  •+•  etc. ,  on  aura  égale- 

ment  ce  que  y  devient  lorsque  t  devient  t^^-o.  Ainsi  on  aura 
réquatîon  identique , 

j+(oa/+^x''  +  etc.)(/)  +  Kox'+-^*^''  +  etc.)»(/) 


.ft 


o"     w 


+  etc.,t=^+oy  +  ^>  + 


etc. 


Dx>ù  Ton  tire  par  la  comparaison  dès  termes  alTectés  des  dif- 
férentes puissances  de  o 

^  cy  )  °=y .  *'(/  ) + a/*  (/)  =/ ,  etc. 

La  première  équation  donne 


X 

la  seconde  donnera 


(y )  - 1, , 


cy  )  ^'-iy^- . 


€t  substituant  la  valeur  précédente  de  (^y  ) ,  on  aur< 
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"  jf  -  y 


^y  ^— a/*    ^ 

La  troisième  équation  donnerait  la  valeur  de  (y  ) ,  et  ainsi 
de  suite.  Mais  j'observe  qu'on  peut  déduire  immédiatement  la 
valeur  de  (y)  de  celle  de  (y),  et  successivement  celle  de 
(^'*)  de  celle  de  (y  )  etc. ,  par  la  loi  uniforme  qui  doit  régner 
entre  ces  fonctions  dérivées  successives. 

En  effet ^  puisque  {y')  fonction  dérivée. de^  par  rapport  kx 
est  égale  à  ^^  c*est*à-dire  ^  à  la  fonction  dérivée  de  jf  par  rap- 
port à  ty  divisée  par  celle  de  x\  de  même  (y  )  fonction  dérivée 
de  (/  )  par  rapport  à  x ,  sera  égale  à  la  fonction  dérivée  de  ^ 

X 

par  rapport  à  ty  divisée  par  x  ,  et  ainsi  de  suite*  Or  la  fonc- 

v'         v"       Vx" 
tion  dérivée  de*^  est*^— •^--7--  ;  donc 


^-^--^>  — on  aura 

comme  on  Ta  trouvé  par  la  seconde  équation.  Et  ainsi  de 
5uite. 

Par  ces  substitutions  on  dépouille,  pour  ainsi  dire^  les  fonc- 
tions  dérivées  de  ce  qui  dépend  de  la  variable  à  laquelle  elles 
se  rapportaient  originairement ,  et  on  les  généralise  de  ma- 
nière qu'elles  peuvent  se  rapporter  également  à  toute  autre 
variable. 

Or  ce  qui  déterminait  les  fonctions  dérivées  de  ^  i  se  rap- 
porter à  la  variable  x  ,  c'était  qu'elles  résultaient  de  l'accrois- 
sement i  attribué  à  cette  variable  ;  au  lieu  qu'en  rapportant  ces 
fonctions  à  une  autre  variable  dont  x  est  censée  fonction ,  l'ac-* 

croisçemeut  de  ^  devient  alors  oo/  +• — a?*  +  etc.,  o  étant  l'ac- 

croissement 
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croissement  de  la  nouvelle  yariable.  Ainsi  connue  le  cas  parti- 
culier où  Taccroîssenient  de  x  est  simplement  i^  résulte  de  l'ex- 
pression générale  de  raccrobsement  de  x^  en  y  faisant  xf  =zi  ^ 
il  s'ensuit  que  j/  =  i  est  la  condition  qui  détermine  les  fonc- 
tions dérivées  à  se  rapporter  à  la'.vanable  j?|  et  qu'en  général 
pour  les  rapporter  à  toute  autre  variable  ^  il  nf  aura  qu'à  sup- . 
poser  égale  à  l'unité  la  fonction  prime  de  cette  variable. 

Il  résulte  de  là  cette  conclusion  générale  que  si  une  for^ 
mule  contient  les  fonctions  dérivées  j^  ^y" ,  etc.  relatives  à  une 
variable  x,  et  qu'on  veuille  lès  rapporter  à  une  autre  variabla 

quelconque^  il  faudra  changer  y  en  *^J 


/en 


Va//  Va;'*  ^J 


lï 


et  ainsi  de  suite.  Si  t  est  la  nouvelle  variable  à  laqueÛe  on  veut 
reporter  les  fonctions  déxîtées  ^  cette  variable  étant  une  .fonc- 
tion quelconque  de  x  et  y  ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  t'  =s  i ,  et  par- 
conséquent/'  =  o  ,  i** = o  ,  etc.  ;  équations  par  lesquelles  aa  dé- 
terminera les  valeurs  de  a/,  x" ,  etc. ,  ou  dey' ^y" ,  etc. 

Ce  principe  est  général  et  doit  s'appliquer  à  toutes  les  fonc- 
tions dérivées  qui  se  rapportent  à  une  même  variable.  Il  est 
d'un  grand  usage  dans  le  calcul  des  fonctions  et  constitue  un 
des  principes  fondamentaux  de  l'algorithme  de  ce  calcul. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où.  y  étant  supposée  fonction 
de  a;,  et  sei fonctions  dériyéesy  ^y ^  etc.,  ét^t  rapportées  4 
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x,  on  Teut-au  ccfiifr&ira  regarder  x  comme  foàction  de  j^^  et 
rapportet  à-^  les  kmcéot^  déâvées  ^  ^9?  ^  ete^  Oa  f en  dan* 
ce  efiB  tes  ftdbvtittttions  iadi^pée»  et^^deiMU  et  oé^  eoppesera 


On  substftiiérm donc -7  àlà^acé  de^,  "^^Àl4|^Gedi^ 

y''  y  et  amsi  'des  aiiti*ea. 

Ainsi ,  àyatft  trouvé  dans  la  té^inr/(ijtiey:ii:t?  détone,  re- 
fetiyeiiièiirà'*  '      ;  <         =    .»    ■• 

on  pourra  avoir  immédiatement  la  fadeur  de  j(f  relativement  à 

^>  en  substituant  simplement  ^  à  laplace  dé^ ,  ce  ^  don- 
nera ^ 

Gomme  X  est  lé  Tô^irîSiiiiè  dlfy  pour  la  Basé  itï ,  on  a  par-là 
la  fonction  dérivée  du  logarithme. 

De  même  ^  supposât  ^  =»8in  x^  on  a*^ vu  dans  la  leçon  V 
que  Ton  a  ,  relativement  kx  ^ 

doHcV  peur  avw  rècîproCTuement  la  fonctipn  "dérivée  if  àt 

•  •     •  •"  -  '  >     '  .   f    .  :       '      .  :      .  "i  ".  i   : ,  '  '  '.) 

Tangle  par  le  sihus:^,  il>n  jf  aura  <ptk  substitiwr:^  àkipkM 
de  y /ee<|tâ  donnera  ..:.  .   i^o-rr-i     -'^ 

cosa^      V^(i— y)  .  . 

Sionfaît  •  -^      I        .    .  ;i^^.'^rr/,     h 

jj'-ra  00635,  on^yrcT^sinx;  -r-^  ..:  .:^  ,. j 
donc  ou  oMendfa  de  îa  mêkfe  iiâùQÎièrè^  %.".*, 
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C^  résiiItatft>*|iQCOi;deiit  ayeccenz qn*6na trouvées  d«is les  en^ 
droits  cités  d'une  manière  directe  mais  plus  lopgue. 

Enfin  ayant  tu,  dans  la  leçon  Vï,  que 

/ 

V 

si  on  v«ttt  ayoîr  la  fonction  àÈdféeâeVàrc  pat  la  tangente ,  on 
aura  sur-le-otana^ 


cos*a?c= 


1  +  tang*  ;p    ,    1  -f  v« 
j,  =  ttog  p  donney  =  -^, 

l  ''  •  •  • 

on  aura  réciproq[uement 

r  ■  ►         ■  ' 

p  étant  niie  foncâon  quelconque  de  Xm 

Si  maintenant  on  yeut  regarder  p  comme  fonction  de  y  et 
rapports  la  fonction'  dé^ée  /  à  la  ?anaUejr^  oaa  ferày=si , 
et  Ton  aura 


y  iià^  wwk^ft  ^-  .j^B^  4. 


comme  cindessiis.    .  ,  ' 

La  formule  a/  =  cos*  x  est  x^^^rp^^  ^pour  :tronver  fa- 
cilement les  fonctions  dériyées  de  x  des  ordres  supérieurs.  En 
effet ,  on  aura  d'^o^d 

I  I 

0?*  =—  fl^  sin  ce  cos  a;  =  —  a/ sin  a  a? 
£!:  «^  sixi  â  X  co^  d^, 

en  substituant  la  yaleur  précédente  de  x^  Prenant  de  nouyeani 
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les  fonctions  dérivées ,  on  aura 

X*  =  —  a  a/  (  cosaor  €08*  or— sina  xsin  x  cosx  ) 
=3 _ ^  a/  ces  5  X cos  a:  =  —  a  co^3x  cos'ar, 

et  continuant  de  la  même  manière,  on  aura 

j:»^=a  .  3x'(sin3a:cos'x  +  co83x8mxcos*j») 

.  -  ■  s 

=  a  .  3  i/  sin  4^  cos*  x  =  a  .  3  sin  4  J^  cos*  x, 

x^  =  a  .3  .  43/(co84;xco8*x— 8in4JF>in^cos^x). 

=  a  .  3  .4^.cos5xco8^a:=a  .3  .4co8  5a?co5*x, 

et  ainsi  de  ^uite. 

Ayant  ainsi  toutes  les  fonctions  dérivées  de  x  relativement 
à^  j.c'est-à'dire ,  en  supposant  xz=zfy^  si  on  les  substitue dohs 
la  formule 


ï* 


X  +  ix' +  —  x"  +  etc. , 

-  ^ 

on  aura  la  valeur  ^e  x  répondant  à^  -f-  i. 

Ainsi  on  aura  la  valeur  de  Tare  dont  la  tangente  sera  tang  x+  i . 
expnme  par  la  séné 

••     ;)    ^-  ■:-^'       ■      •■"»,•,      '  •''''  ^■• 

,  .  i*côs*x  .  roos'x       -    . 

w  +  icosx .  cosx •—  •'  sm a £c— '  ■  ■■■       * <;os ox     '■'  - 

*  -  a  o 

,    l*COS*X     .       .    ,     ,     f^COS^X  - 

H 7-—  8m4Jg4?       g' "■  .ços*x— etc., 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité. 
Si  on  fait  x  =:  o,  on  tfoureia 

arc.tang  j  =3 1  ——  +  _  4.  etc.,    

formule  connue  et  due  à  Leibnitz;  mais  il  n'est  permis  do 
faire  x  =:  0  qu'autant  qu'on  est  assuré  d'avance  de  la  forme  dû 
la  série.  ■  .     #      ; 
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LEÇON     HUITIÈME. 

•  ■  *  - 

'Du  développement  des  Fonctions  lorsqu'on 
donne  à  la  variable  une  Daleur  déterminée. 
Cas  dans  lesquels  la  règle  générale  est  en 
défaut.  Analyse  de  ces  cas.  Des  valeurs  des 
J^ractions  dont  le  numérateur  et  le  dénomi'^ 
nateur  s  ê\^anouissent  ànla-fois. 

JLiA  théorie  des  fonctions  dérivées  est  fondée  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  lorsqu'on  attribue  à  une  variable  un  ac- 
croissement indéterminé.  Nous  avons  démontré  dans  la  leçon  II 
que  ce  développement  ne  peut  contenir  que  des  puissances  en-* 
tières  et  positives  de  la  quantité  dont  la  variable  est  augmentée^ 
tant  que  cette  variable  demeure  indéterminée,  et  nous  avons 
ensuite  déduit  de  cette  forme  les  lois  de  la  dérivation  des  fonc- 
tions. Il  est  donc  nécessaire ,  avant  d'aller  plus  loin ,  d'exa- 
miner les  cas  où  elle  pourrait  se  trouver  en  défaut  y  et  les  con- 
séquences qui  en  résulteraient  relativement  aux  fonctions  dé- 
rivées. 

Nous  avons  vu  dans  la  même  leçon ,  q[ue  la  série  4u  dévelop^ 
pement  dey(a:-f-0  ^^  ^^xnt  contenir  de  puissances  négatives 
de  i^  i  moins  que  Ton  ait  ^  ^^  à  l'infini ,  parcequ'en  -supposant 
i:=zOy  les  termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances  de- 
viendraient infinis.  On  peut  prouver  de  la  même  manière  que  la 
série  ne  pourra  contenir  aucun  terme  multiplié  par  log  i  où  par 
une  puissance  positive  quelconque  de  log  i  ^  si  la  même  condition 
n^alieu^  ces  sortes  de  termes  devenant  également  infinis  lorsque 

3 


\ 

i 


N^ 
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i=o.  Or  cette  condition  exige  que  la  yariable  x  ait  une  yaletir 
déterminée^  qu'on  trouvera  par  la  réeoktKMi  è^  i'équatk>]i     -. 


fXSSZ''    ou    2r-=50. 

J  o        fx 

$oit  donc  a  un^  racine  de  réquation-jr-  =:>>>  de  manière 

que  Ton  ait.  , 

1         (jc — a)" 

pc  Fx'      ^ 

Fx  étant  une  fonction  de  x  qui  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie , 
lorsque  x=zci,   et  m  étant  un  nombre  pontif  quelconque. 

En  mettant  x-f-f  à  la  place  de  x,  et  faisant  xz=za,  on 


aura 


/(,+o  =î:^±ii 


OÙ  Ton  Voit  que  la  série  du  déyéloppeiAent  de  y(  jc -f-  £)  aura 
dans  ce  cas  des  termes  de  la  forme  j^,  ^3;-^  etc. 


«  • 


Considérons  maintenant  les  casoàcedéreloppementpourrail: 
contenir  des  puissances  positives  y  mais  fractionnaires  de  i.  Lai 
démonstration  que  nous  avons  donnée  pour  prouver  Tabseiic^ 
de  ces  sortes  de  termes  ^  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes  àùg-^ 
menteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développement  d^ 
f{x-^i),  tandis  quil  est  évident  que  o^tlié  £oiiiCtiea  np  peuir 
contenir  que  les  mêmes  radicaux  que  la  fonction  fx ,  t^t  qu» 
X  est  supposé  une  quantité  quelconque  indik^rminée.  Maîsçet^ 
démonstration  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  Afm^  à  x  une  valeur 
déterminée  telle  qu'elle  fasse  di^^aîlre  |in  radical  dans  ^à;  ; 
car  alors  ce  radicid  ppurra  être  remplacé  par  un  radical  de  f 
dans  le  développement  de/( a;  +  0*  Ëaeffet,  supposons  que  la 
fonction^  ccmti^Eme  un  r^col  qui  8  eY^9ioui#se  lorsque  x=aj 
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tel  qu£  i(a:.-7r<f)".^  zo^^t  /^  j^t^Qt  des  nombres  entiers  ;  lafônction 

".-.'■■■  -,  * 

/(x+î)  ço9lji^»i/çh:9   Jç  rji^ipal  correspondait  (.x— a+£) 


-.»• 


lequel  an  f^îi^^^r^a  ^ÇVJ^t  f"  ;  dç  sprte.  qne  1(^  déycloppc- 
m^i)t  ^e  cette  fonption  suivant  les  puissances  de  i,  pourra  con- 

tenir  le  faÂibal  i^  et  toutes  ses  puissances  entiires  et  {k>^ 

sitives. 

Cette  conclusion  n'aurait  pas  Ucu  si  la  vaLaipr  particiilièlt^  (3|i 
x  n'anéantissait  pas  le  radical  ^  mais  le  faisait  seulement  dispa- 
raître en  rendant  nulle  une  quantité  par  laquc^e  il  serait  mul- 
tiplié. Car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de  cette  ma- 
nière de  la  fonction^,  il  pourrait  ne  pas  disparaître  dans  leis 
fonctions  dérivées  f':]Pyfx ,  etc.  qui  eqtrenjt  dans  le  dévelop- 
pement de  y(x  +  i) ,  et  alors  la  démonstration  conserverait 
toute  sa  f^rcf ,  Aji^^  ûun  radical  de  la  fonction^  se  trouvait 
multiplié  par  (  Xr^ay^-j  m  étant  u^  nombre  entier  positif;  ce 
radical  y  disparaîtrait  lorsque  x=a;  mais  dans  la  fonction 
f{oc-i-i),  il  ;sjBi:ait  ipultiplié  par  (  x — <ï+^>'">  et  dans  le  cas 
de  x=: a,  il  le  serait  par  i"*.  Donô ,  dans  le  développement  dd 
^ette  fpnctiâftvil  ne,  pourrait  p^îa^tre  alors  av^f  )e^rjne  qui 
contiendrait  la  puissance  i"^  ;  parconséqi^ent  il  ài^igfqç^txàit  des 
fonctipns  dériyées  f'x, Jf'x,  etc.-  jusquay^^^'^x,  mais  repa- 
raîtrait 4^9  lés  fonctions  dériyées  des  ordres  sûivans  ;  de  sorte 
que  le  développement  de/'{x  +  i)  contiendrait  toujours  dans 
ce  cas  le  jnêmé  radical.  Il  nV  a  donc  que  le  cas  où  le  radicd 
est  détruit  dàias  la  fonction  fx  par  une  valeur  particulier» 
dex,  dans  lequel  le  développement  de  y( -^+0^0 W  coni- 
tenir  des  radicaux  dé  £ ,  et  îl'ïeste  maintenant  à  voir  comment 
^n  pourra  Juger  qiw  <^ela  df^p  aypir  lieu.. 

Pour  cela  J'observe  que  les 'fonctions /(x+O  ;  /''(a:+0>  etc. 
«ont  égalemerif  lés  fonctions  déttyéesdenjb+'O'soitqtt'onles 
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prenne  relativement  à  x ,  soit  qu'on  les  prenne  relâtÎTement 
ai,  ce  qui  est  évident ,  puisqu'on  augmentant  soit  x,  soit  z  d'une 
même  quantité  quelconque  ^  on  a  le  même  accroissement  de  la 
quantité  x+^-  D*où  il  suit  que  l'on  aura,  également  les  valeurs 
def'x,f"Xf  etc.  quel  que  soit  a:  ^  en  prenant  les  fonctionsdérivées 
successives  de/Çx-j-î)  relativement  à  i^  et  fidsant  ensuite  hzio» 

Or  si  on  suppose  que  le  développement  de  f{x^i)  doive 
contenir ,  lorsque  x  =  a>  un  terme  affecté  de  i"* ,  tel  que  jii'^, 
A  étant  une  fonction  de  a  ^  et  m  n'étant  pas  un  nombre  entier 
positif;  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relativement  ài\  il 
faudra  que  les  dé veloppemens  des  fonctions 


^i 


/'(*  +  »),/"(*  +  »).  etc. 

contiennent  les  termes 

mAi"^^ ,  m  (  m—  \)  A  i"*~* ,  etc. 

Donc  faisant  £=0,  on  en  conclura  que  les  fonctions^  ^/^or, 
fx,  etc.  lorsque  x=  a ,  contiendront  respectivement  les  ter- 
mes 

Ao^,  mAo"^^,  m{m — i)Ao^^^\  etc. 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif^  il  est*  clair  que  tous 
ces  termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier,  soit  n  le  nombre  en*- 
tier  immédiatement  plus  grand  que  m  y  il  est.  visible  que  le 
terme  jn(i»— 1)  .. .  (m — ji-f-i)^o"*""»  sera  infini  ainsi  que 
tous  les  suivans,  et  que  tous  les  précédons  seront  nuls.  D'où  il 
suit  que  les  fonctions  dérivées  de  Tordre  n""'  et  des.  ordres 
suivons  deviendront  infinies  lorsque  x =0. 

Dans  ce  cas  donc,  si  n  est  l'indice  dé*  l'ordre  de  la  première 
fonction  qui  devient  infinie ,  le  développement  de/(a:  +  i) 
devra  contenir  un  terme  de  forme  i*",  m  étant  un  nombre  coin? 
pris  entre  n*- 1  et  n. 
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Sî  n=o ,  c'est-à-dire,  si  la  fonction yi  deyient  elle-même 
infinie ,  ce  développement  contiendra  alors  des  puissances  néga- 
tives de  u 

On  doit  appliquer  aux  logarithmes  ce  qu'on  vient  de  dé- 
montrer sut  les  puissances  fractionnaires  de  i.  Car  on  a  vu  à  la 
fin  de  la  leçon  lY ,  que  les  logarithmes  répondent  aux  puis-« 
eances  fractionnaires  dont  l'exposant  est  infiniment  petit,  c'est- 
à-dire  aux  racines  infinitièmes ,  et  que  c'est  par  cette  raison 
qu'il  y  a  toujours  une  infinité  de  logarithmes  répondant  à  un 
même  nombre. 

Aussi,  par  la  même  raison,  lorsqu'on  résout  ime  fonction  en 
série  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité,  il  peut  se 
trouver  quelquefois  le  logarithme  de  cette  quantité  entre  les 
puissances  positives  et  les  puissances  négatives  de  la  mêm^ 
quantité ,  lorsque  la  fonction  elle-même  contient  des  loga-» 
rithmes. 

Ainsi ,  si  la  fonction^  contient  des  logarithmes ,  le  dévelop- 
pement dey*(j^-f'i)  pourra  contenir,  dans  le  cas  particulier  de 
x=a ,  des  termes  de  la  forme  i^  (  log  f  )*,  et  les  fonctions  dé- 
rivées y  (x-}-i) ,  /"  (x-f-i),  etc. ,  contiendront  alors  des 
-termes  de  la  forme 


fm^i  (  log  i  y  et  i»-»  (  log  i  )•-' , 
de  la  forme 

i«-^(logi)»,  £«-•  (  log  i  )«-*  et  £"^»(logi) 

a 

et  ainsi  de  suite.  Or  lorsque  i=:o,  logi  est  infini,  et  toute 
quantité  de  la  forme  /"(logi)"  est  nulle  ou  infinie  suivant 
que  m  est  un  nombre  positif  ou  négatif,  quelque  soit  n. 
Donc  puisque  dans  les  termes  des  Ibnctions  dérivées 

/(*+')> /"C^  +  O  etc.,_ 


4- 
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Xts  exposans  des  puiss^Ace^  de  i  qui  joudJipUent  W  puissances 
.de  logi  vont  nécesiairement  em diminuant^  t\  9*ensj^it  <{u&dàs 
qu'une  de  ces  fonctions  deviendra  infinie  par  la  poç^^qx^  de 
x:=za^  toutes  les  autres  des  ordres  suiyans  deviendront  infinies 

9 

aussi. 
On  peut  donc  conclure  eu  général  que  le  4j|TeIoppeméRt    / 


i* 


f  '  I 

de  la  fonction  y  (x  -f-  O  ^^  P^^^  devenir  fautif  pour  ue  valeur 
déterminées  de  x^  qu'autant  qu'une  des  fonctions^,  f'xy 
f"x,etc. ,  deviendra  infinie  en  donnant  kx  Cette  valetkt';  èlrque 
ce  développement  ne  sera  fautif  qu*à  copupojâcer  du  terme  qui 
deviendra  infini.  ^  ^ 

.  Pour  troi^vier  alors  |a  vraie  form^  du  dAv^ppepen^  .wivw* 
les  puissanciçs  ascendantes  de  i,  il  faudra  faire'd'abord  ddlU(  la 
fonction  y  (  07 -f"0>  ^  égal  à  la  valeur  donnée,  et  développer 
ensuite  suivant  lès  puissances  croiss^es  de  r  pai^  }és:  règles 
'connues^  en  ajant  éganl  aux  piûssaucef  fr^eticnipaircis on b^ 
'  gatives  de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction  même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  te  que  nous  venons  de 
démontrer,  supposons  d'abord  que  l'on  ait  .     ;    «m    î 

et  qu'on  demande  le  développement  /*(  a;-(-i)  lorsque  x=ii. 

En  prenant  les  fonctiçns  dérivées  suivit  M^  Ï^S^^^  générales, 
•n  aura 


/'a:=:a(a— a?)  + 


\  1. 


|/(a^_«a) 


«t  ainei  de  suite. 
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à.  • 

donc  toutes  Jes  iS^nctiona  dépvées  des  ordres  suivons  seront 
aussi  infifiiei ,  et  le  développement  dé  /(  a  -f- i)  contiendra  né- 
cessairement un  terme  de  k  forme  At^  ,jn  étant  entre  o  et  1 . 

♦ 

En  effet  on  auxap^r  la  ^«^stitiUioii  de  a+i  dan^  Vexpres- 
sîon  deyi 

d'où  Ton  iroît  que  le  développaBurat  suivant  les  puissances  de  î 
contiendra  des  ternes  de  la  ferme  yi,  i  yi,  i*  yi,  etc. 

Soit  en  second  lieu 


^ï32  ^jr  +  (a7— a>*/(a:  — a), 

on  aura  ces  fpnctions  déri>Yée3 

etc. 

Si  on  fait  x=a,  la  fonction  seconde /'''a;  devient  infinie, 

ainsi  que  toutes  les  suivantes. 

•'         .    .     .  •  ' 

Ainsi  le  développement  de/'(j:+£)  par  la  formule  générale 
deviendra  fautif  dans  le  cas  de  a?=a  >  et  il  contiendra  nécessai- 
rement  le  tenpe  .£*  /  £. 

Nous  avons  observé  plus  haut  qUe  lorsqu'une  valeur  parti- 
culière de  X  fait  disparaître  dsmsfx  un  radical^  en  ne  détruisant 
pas  ceradicallui-même,  mais  en  rendant  seulement  nul  son 
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coefficient  »  alors  ce  même  radical  reparaîtra  nécessairement 
dans  les  fonctions  dérivées /^x^/^j;,  etc.^  et  la  formule  géné- 
rale du  développement  dey*(x<-)»î)  ne  cessera  pas  d*être 
exacte  dans  ce  cas. 

Mais  lorsque  la  fonction^  au  lieu  d*être  donnée  d*une  ma-<^ 
nière  explicite  n*est  déterminée  que  par  une  équation  où  le  ra- 
dical ne.  se  trouve  pas ,  la  détermination  de  ses  fonctions  dé<-- 
rivées  dans  le  cas  dont  il  s'agit^  pourra  être  sujette  i  desdif-- 
ficultés  qu'il  est  bon  de  prévenir. 

Soit^=^  j  et  parconséquent^  en  prenant  les  fonctions  dé- 
rivées, y  =y^x,^''=:f ''a:,  etc.  Supposons  que  pour  une  va- 
leur donnée  de  x  il  disparaisse  dans  fx  un  radical ,  lequel 
ne  disparaisse  pas  dans  f^x',  il  est  clair  que  pour  cette 
valeur  de  x,  la  fonction  f'x  aura  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs  différentes  que  la  fonction  ^jr,  à  raison  du  radical  qui 
se  trouve  dans/^x;  et  qui  a  disparu  Atfx\  d*oà  il  suit  que  la 
valeur  de  y  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une  simple  fonction 
de  x  et^  qui  ne  contiendrait  pas  explicitement  ce  radical.  Ce- 
pendant, si  dans  l'équation  ^=/x  on  fait  dispar^tre  ce  même 
radical  par  l'élévation  aux  puissances,  et  que  l'équatioB  résul- 
tante soit  représentée  par 

l'équation  dérivée  de  celle-ci  donnera 

comme  on  Fa  vu  dans  la  leçon  YI  ;  donc  cette  e:q)res8ion 
sera  en  défaut,  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  a;  la  valeur 
en  question,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les 
quantités  F'  (x)  et  F'  {y)  seront,  l'une  et  l'autre,  nulles 
à-la-fois.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agît ,  l'expression  dty' 
deviendra  égale  à  zéro  divisé  par  zéro;  et  réciproquement, 
lorsque  cela  arrivera ,  ce  sera  une  marqfue  que  la  valeur  cor- 
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respondante  de  x  aura  détruit  dans  fx  un  radical^  sans  le 
détruire  dans  f  ce. 

Peur  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  y,  il  ne  suffira  done 
pas  de  s'arrêter  à  la  première  équation  dérivée  de  F  (x^)  =a  o  > 
laquelle  étant 

aura  lieu  d'elle -mên;ie,  indépendamment  de  la  valeur  de  y; 
mais  il  faudra  passer  aux  secondes  fonctions  dérivées  ^  et  l'on 
aura  une  équation  de  la  forme 

yF'Cy  )  -f-y  p  -f  y  Q + /i = o, 

P ,  Qf  R  étant  des  fonctions  :de  x  tty  qu'on  trouvera  par  les 
règles  générales  de  la  dérivation  des  fojictions. 

Cette  équation  donnera^  généralement  parlant,  la  valeur  de 
y^',  mais  dans  le  cas  proposé ,  la  quantité  F^  (^)  devenant 
nulle  y.  le  tenpe  qui  contient^  disparaîtra ,  et  l'équation  restante 
6era  une  éqcfkfion  du  second  degré  en^  par  laquelle  on  déter- 
minera la  valeur  dey^  qui  sera  p^conséquent  double. 

Soit^  par  exemple^ 

/a:=x-f  (x— û)  v/(x— &), 
on  aura 


•  ij .  • 


Faisant  x==<i.  on  a 

OÙ  1  on!  voit, que  le  radical  .^isf^raît  dans  la  valeur  de j^i  mais 
non  pali  dans  oelle  defXf,  ensoite.que  la  pi^emière  est  simi^ 

etlài^eçOnde  double.  . 

•■  ,.  -  ^  '    •  -,      * 

Maintenant  si  on  faitfx^zy,  et  qu'on  élève  r^èquation  a« 
quatre  pour  £iire  disparaitre  le  radical  >  on  aura 
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En  prenant  les  iGonctiafis  primes  j^  on  aura  66Be>-ei 

«  .         *  . 

d'où  Ton  tire 


y==-»+ 


">    nmjftm  I 


Fusant  x=:a  j  on  a  fmsAy  =:  9  ;  ,ce  ^  donne 

0. 


.  OapsiMQiâ^  doue  .aux  fonctioiis  secondes,  «t  l'on  aji^a  cette 
oi|iAatioadusec(md  ordre, 

lciléLsuppoiS6ondestz=:à^ety:=±tt,ÛQii'tté  ■■• 

d'où  l'on  tire  ,    . 

comme  plus  haut.  ■  .     ~  '      l 

n  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x,  gui  détruit  les.tef'- 
mes  de  la  première  équation  dérivée ,  détruise  aussi  ceiix  de  la 
seconde  ;  il  faudiia  aloi^  passer  à  leécpratiop  tierce ,  laquelle  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendronty  et^*,  deviendra 
ube  s&mpfe-^quétioii  ény ,  tàéi  du  trèiâèine  dêgré^^  bt  ainaîdé 
sâite;  cék  dép^d  de*  là  natm  dtt  xiàdical  qui  arûrvétédédnait 
dans^^  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  dét^4qd«i6tt4fôà 
dépead  lia  v»kliF  de  y . 

Supposons  en'^econd  lieu  qnè  la  même  raleW  dis"^ 
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lisparaître  un  radical  dsaisfx,  le  fasse  disparaître  aussi  dans 
^Xy  sans  le  faire  disparaître  néanmoins  dans^^x  :  alors  les  va- 
£ttx&  cerrespondaates'de^,^  ^tf'x  seront  en  même  iK)mbre  , 
nais  celles  àefx  seront  /en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on  fait 
byanouir  ce  radicd  dans  l'équation  ^=^^  la  râleur  de^" 

}u  on  en  déduira  9  se  trouvera  =s- 9  et  il  faudra   passer   aux 

équations  dérivées  d'un  ordre  supérieur  pour  avoir  la  valeur 

Soit  j  pour  éft  dioûiiet  É»  «SMuple  y   ' 

•n  aura 


Faisant  x=  a  ^  on  a 

-  -  •  »■  I  •        ^  r 

'■Mtàè  si  en  Yéiehilf^ré^ttatSoA  propdééé  à  èétte  formé  tatiqn-- 

tteri-itiràral'é^iistkAlélivi&e .      :  ^.'1  fi      r  jîci^ 

ans  laquelle  ^  en  faisant  x=:;a  ety^rza,  tout  se.détraîts;;j .  :"'. 

On  passera  donc  à  l'équation  dérivée  du  seeond  on^fi^^ 
iielle  sera 

lûa^i^sfa ,  et jirs=a ,  en  aant . 


f     •  •  r'  r  •  0 
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(y  — .1  )•  =  o ,  et  parconséquenty  c=s  i  ; 

mais  pour  ayoir  k  valeur  de  ^  ^  3  faudra  avoir  reoonn  à'F^ 
qnation  tierce ,  et  même  i  l'équation  quarte. 

On  aura  ainsi 

où  tout  se  détruit  encore  en  faisant  a;=a^^=ajy=:i. 
L'équation  dérivée  de  l'ordre  suivant  9era  dp^c     ;  ^^  ; . 

Faisantici  x=:a^  j^=a^y=:i,  on  aura 

3y»=ia(a— 6), 
d'où  l'on  tire 

comme  plus  haut. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  i|^  jse  ^qui  d'ailIeQrs 
n'a  plus  de  difficultés  d'après  les  principes  établis.  Mais  nous 
allons  4onner  à  cette  occasion  la  thégriie  de  la  méthode;  ipur 
trouver  la  valeur  d'une  fraction  dans  les  cas  où  le  numérateur* 

•  « 

et  le  dénominateur  deviennent  nuls  à-la-fcHS. 

fx 
Soit  ^  une  pareille  fraction  ^  fx.  etfx  étant  dès  lonctioos 

de  x^^elles  que  la  supposition  de  x=  a  le^  rendent  toutes  deux 
nulles  i-îa-fois^  et  que  l'on  demande  la  valeur  de  cette  fraction 
lorsque  xssa. 

•  On  fera  ^ .  '  .   ;i:  '  .■ 


fx 
y = —- ,  et  parconséquenty  Fx  ===/i  ;   .,    . 

en  supposant  x=:a^  cette  équation  se  vérifie  d'elle-mént^,,et. 

ne 


« 
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ne  pentpas  servir  à  déterminer  la  valeur  dey.  Mais  en  prenant 
l'équation  dérivée ,  on  aura 

ylFx+yF'x=fx; 

la  supposition  de  a;= a  détruit  le  tevxa»yFx,  et  le  reste  de  IV 
quation  donne 

y—px 

i 

S'il  arrivait  que  les  fonctions  primes/'x  et  F'x  devinssent 
aussi  milles  par  la  même  supposition^  on  ttouverait  alors  par  la 
même  principe ,  en  substituant  dans  l'équation  ci-dessus  ^fx, 
jP'x  au  lieu  de^ ,  Fx  ^  cette  nouvelle  expression  de^^  ' 

y  ~  F'x 

On  pourrait  aussi  déduire  la  même  expression  de  Téquation 
dérivée  trouvée  ci-dessus,  en  considérant  que  comme  elle  s^ 
vérifie  d'elle-même  lorsque  x-^^a,  elle  ne  peut  servir  à  la  dé- 
termination de^;  que  parconséquent  il  sera  nécessaire  de  pas- 
ser à  la  seconde  équation  dérivée ,  laquelle  sera 

fFx  +  ay/^'x  +yF"x  -zs^fx. 

ta  suppo»tion  de  x=:  a  rendant  nulles  les  fonctions  Fx  et  F'x, 
les  termes  qui  contiennent  ^  tty"  s'en  iront  d'eux-mêmes,  et 
les  termes  restans  donq.eront 

comme  plus  haut. 
Si  la  même  supposition  de  x=a  donnait  encore 

f"x  =  o  et  F'x  =  0,        y     '  ' 
M  trouverait  de  la  même  manière 
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et  ainsi  de  suite. 

D'où  résulte  cette  règle  générale  que  lorsque  le  numérateur 
et  le  dénominateur  d'une  fonction  de  x  deviennent  nuls  à-la-fois 
pour  une  valeur  donnée  de  x,  il  faut  prendre  à  leur  place  les 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur^  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  fraction  qui  ait  une  valeur  déterminée 
pour  la  même  supposition  de  x. 

On  sait  que  la  formule ^  donne  la  somme  de  la  pro* 

gression  géométrique  x  -j-  x*  +  x'+  etc.  +  x". 
Lorsque  x  =  i  ^  cette  formule  devient  -  ;  on  prendra  donc 

les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur ,  et 

1    .  (  n  -J- 1  ^x** 
on  aura  la  nouvelle  fraction  — -■    '-^ —  dont  la  valeur. 

—  i. 

lorsque  x  =  i ,  est  /i. 

Si  on  prend  la  fonction  dérivée  de  la  formule  , 

'^  1 — X 

1 — (/i-4-i)x*4-7ix"'+'*  11      .  .  f 

on  a  p — ' — — ,   et  celle-ci  exprime    parconse- 

quent  la  somme  de  la  série  i -f-2x+3x*-f-*tc.  -j-nx^^^  qui 
«st  la  fonction  dérivée  de  la  série  x  +  x**+x^+etc.  +x". 

Lorsque  x=  i ,  la  formule  précédente  devient  =  -  :  on  pren- 
dra donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur ,  et  l'on  aura  la  nouvelle  fraction 

—  n^n  +  i  )  x^-^-f  n(n+  i)x» 
—  a(i— x) 


qui ,  en  faisant  x  =  i ,  devient  de  nouveau  -.  On  prendra  dc- 


o 
o 
rechef  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomioa- 
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teur  de  cette  dernière  fraction ,  et  l'on  aura  celle-ci 

laepielle ,  lorsque  x=  i ,  devient 

—  nÇn-i-i)  (yi — i)  +^*(^  +  i) n(rt  +  i) 

^omme  de  la  strie  i  -f-  ^  +  3  +  etc.  +  n. 

On  pourrait  craindre  qu'en  prenant  ainsi  les  fonctions  di-* 
rirées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  on  n'eût  toujours 
des  fonctions  qui  devinssent  égales  à  zéro  divisé  par  zéro  pour 
la  même  valeur  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  quo 
cela  ne  saurait  avoir  lieu.  Car  si  x  =2  a  faisait  évanouir  les 
ioncûons  fx ,f  X  f  f  X ^  etc.  à  l'infini,  puisqu'on  a  en  général 

f{x  +  i)=fx  +  ifx+'y"x  +  fttc., 
on  aurait ,  lorsque  x  rs  a , 

quel  que  soit  î,  ce  qui  est  impossible.  Il  en  serait  de  même  da 

F(x  +  i)- 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  deviennent-à-la 
£ois  inEnies  par  la  même  supposition  de  x  =  a,  ce  qui  rendrait 

f  X        f    X 

également  indéterminées  les  valeurs  des  fractions''=- ,  ^^^ ,  etc  ; 

mais  ce  cas  rentre  alors  dans,  le  cas  général  que  nous  avons 
examiné  plus  haut ,  et  il  en  faudra  conclure  que  le  développe  « 
ment  des  fonctions /(a;  +  i)  etjP(x-|-i)  contiendra  alors 
des  puissances  de  i  fractionnaires  ou  négatives. 

On  substituera  donc  a  -f-  i  à  la  place  de  x ,  tant  dans  la 
fonction  du  numérateur  que  dans  celle  du  dénominateur,  et 


.<*  -*  '-; 
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l'on  répudia  Taiie  et  Fautre  en  «ine  iuÎTant  les  pnUsancei 
ascendantes  de  i  ;  on  fera  ensuite  i  =  o ,  après  avoir  divisé  le 
haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  plus  haute  puissance  de  i  ; 
ou  I  ce  qui  revient  au  même  ,  on  n'aura  d'abord  égard  qu'au 
j^remier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Soit  par  exemple  la  fraction 

l/jp  —  %/a  -f-  y/  (x  —  g) 

dont  on  demande  la  valeiu: ,  lorsque  x  =  a.  On  voit  d'abord 
que  cette  supposition  rend  le  numérateur  et  le  dénominateur 
auls.  Leurs  foncticHis. dérivées  sont 

H 7 L  et 


qui  deviennent  l'une  et  l'autre  infinies  par  la  même  supposition: 
On  fera  donc  a?=:a4-i>  et  la  fonction  du  nuiuérate  or  de- 
viendra 

V^(a  +  0  — V^a  +  i/i  =  l/»+^  +  etc. 
la  fonction  du  dénominateur  deviendra 

V^i  (2a  -f-  i)  =  |/flai  -f -; 1-  etc. , 

ayaa    '  * 

en  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  nmifiinÉri  de  L 
£n  ne  prenant  que  le^  deux  premiers ,  on  aura  la  fraction 


pour  la  valeur  cherchée. 

En  général,  une  fonction  de  a?  ne  peut  devenir  nulle  lorsque 
«  =;a,  à  mQios  qu'elle  ne  coatienoe  u»  facteur  (x— ûO"*  j  »» 
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étant  un  nombre  positif  quelconque.  Donc  si  deux  fonctions 
de  X  deviennent  nulles  par  h  mêfne  supposition ,  il  faudra 
qu'elles  contiennent  chacuqe  un  pareil  facteur  ;  et  pour  trouver 
alors  la  valeur  de  là  fraction  fôrmèfe  de  ces  deux  fonctions^ 
il  ne  s'agira  que  de  la  réduire  à  sa  plus  simple  expression ,  en 
la  dégageant  du  facteur  colmiiun  «u  numérateur  et  au  déno- 
minateur. 

Si  donc  on  fait  a:  =  a  -f-  £ ,  ce  qui  donne  a?  —•  a  =:  f  ^  le 
facteur  commun  sera  ime  puissance  de  i  qui  s' évanouira  par 
la  division ,  et  alors  il  n  jr  aura  plus  qu'à  faire  i  =  0  pour 
avoir  jc  =  û. 

fa? 
Ainsi  ayant  la  fraction  -W-.  ^  la  substitution  de  a-f-  î  au  lieu 

de  Xy  donnera  d'abord  en  général 

Fa  +  iF'a  +  -  F^a  +  etc. 


>*-i 


Si  /a  =  o  ^  et  jFa  =  o  ^  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  se- 
ront divisibles  par  i^  et  elle  deviendra 


fa+'-fa  +  ftt6. 


-•i 


F' a  4-  -  F^a  +  etc. 


2 

fa 


Faisant  ensuite  £  =  o  pour  avoir  x  =  a ,  on  aura  «=-  poui; 
la  valeur  de  la  fraction  proposée  ^  lorsque  or  =  a. 

Si  fa  =  o  et  F' a  =;  o ,  la  fraction  se  réduira  encore ,  et 
deviendra  par  ime  nouvelle  division  par  i 
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-  F* a  +  -^  F'a  +  cta 
fl  *   a. 3  ^ 

hqaelle  en  faisant  i  =  o  se  rédnit  à  ^-  ;  et  ainsi  de  soite. 

On  Toit  par-là  la  raisdn  de  la  règle  générale  donnée  plus 
liant,  et  on  voit  en  même  tems  que  cette  règle  n'est  bonne 
que  pour  les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  à-la-fois  un  facteur  de  la  forme  (x  —  a)'^,m 
étant  un  nombre  entier  positif.  Aussi  peut-on  toujours  résoudre 
ces  cas  en  faisant  disparaître  ce  facteur  par  les  règles  connues, 
pour  réduire  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

Dans  les  autres  cas  où  m  serait  un  nombre  fractionnaire  ou 
négatif ,  la  règle  sera  en  défaut,  et  il  faudra  alors  réduire  les 
deux  fonctions  f{ar\-i)  et  F(a-f-0  ^^^^  ^^^  séries  ascendantes 

«fci«  +  /Si»^"  -f-  etc.  ;   et  Ai"^  +  Bi^-^^  +  etc. , 

dé  sorte  que  Ton  aura 

/(g  +  O  <t  +  jSt»  +  etc. 

F(a-fi)  ~  ^  +  j&i'^+ etc.  ' 


tt  faisant  i=o,  on  a 


fa A 

Ta~  A' 


Si  les  premiers  termes  des  deux  séries  contenaient  des  puis- 
sances différentes  de  i ,  par  exemple ,  si  la  série  du  niuuérateur 
étant  la  même  que  ci -dessus,  celle  du  dénominateur  était 

Aif  +  BiP^  +  etc. , 

m  et  p  étant  des  nombres  quelconques,  mais  n>  9,  ete. 
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ét^nt  positifs  pour  que  les  deux  séries  soient  toujours  ascea- 
daotes  y  alors  faisant  1  =  0  après  avoir  dirigé  le  haut  et  le 
bas  de  la  fraction  par  la  plus  petite  des  deux  puissances  i^  et 

iP ,  on  aura  -j^r-  ^=  o  ou  =  00  suivant  que   m^  ou  <p, 

en  regardant  les  nombres  négatifs  comme  moindres  que  les  po^ 
fiitifs.  Maifs  par  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  on  est 
assuré  que  ces  ca»  n'auront  lieu  que  lorsque  les  valeurs  des 
fonctions  dérivées  de  fx  et  de  Fx  deviendront  infinies  en 
même  tems,  par  la  supposition  de  a;=:a. 

L'analyse  que  nous  venons  de  donner  est  nécessaire  j^our 
ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  nature  des  fonctions  dérivées  : 
mais  comme  elle  ne  regarde  que  la  valeur  de  ces  fonctions 
dans  des  cas  particuliers,  elle  n'influe  point  sur  la  théorie  gé- 
nérale des  fonctions ,  en  tant  qu'on  n'y  considère  que  la  forme 
et  la  dérivation  des  fonctions  ^  laquelle  est  parconséquent  in-« 
dépendante  des  exceptions  que  nous  avons  trouvées. 


1 
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T)e  la  manière  é^av^oir  les  limites  du  développe* 
ment  d*  une  fonction ,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à 
un  nombre  déterminé  de  termes.  Cas  dans 
lesquels  les  principes  du  calcul  différentiel 
sont  ^n  défaut.  Théorème  fondamentale  Li- 
mites de  plusieurs  séries*  Manière  rigoureuse 
^introduire  les  fonctions  déris^ées  dans  la 
théorie  des  Courbes  et  dans  celle  des  mouve^ 
mens  variés. 


T 


OUTE  fonction^ (x  +  i)  se  développe,  ainsi  qu'on  Ta  vu, 

dans  la  série  fx  -f-  ifx  -f —  fx  -| =  fx  -f-  etc. ,  laquelle 

vk  naturellement  à  TinEni ,  à  moins  que  les  fonctions  dérivées 
de  fx  ne  deviennent  nulles  ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  fx  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 

Tant  que  ce  développement  ne  sert  qu'à  la  génération  des 
fonctions  dérivées ,  il  est  indifférent  que  la  série  aille  à  TinEni 
ou  non  ;  il  Test  aussi  lorsqu'on  ne  considère  le  développement 
que  conune  ime  simple  transformation  analytique  de  la  fonc- 
tion; mais  si  on  veut  l'employer  pour  avoir  la  valeur  de  la 
fonction  dans  les  cas  particuliers  ,  comme  offrant  une  expres- 
sion d'une  forme  plus  simple  à  raison  de  la  quantité  i  qui  se 
trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction ,  alors  ne  pouvant  tenir 
compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
termes ,  il  est  important  d'avoir  un  moyen  d'évaluer  le  resté 
de  la  série  qu'on  néglige ,  ou  du  moins  de  trouver  des  limites 
de  l'erreur  qu'on  commet  en  négligeant  ce  reste. 
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La  détermination  de  ces  limites  est  surtout  d'une  grande 
ifiportance  dans  l'application  de  la  théorie  des  fonctions  à  l'a- 
naljse  des  courbes  et  à  la  mécanique ,  pour  pouvoir  donner  à 
cette  application  la  rigueur  de  l'ancienne  géométrie ,  comme 
on  le  voit  dans  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques. 

Dans  la  solution  que  j*ai  donnée  de  ce  problême  dans 
l'ouvrage  cité ,  j*ai  commencé  par  chercher  l'expression  exacte 
du  reste  de  la  série,  ensuite  J'ai  déterminé  les  limites  de 
cette  expression.  Mais  on  peut  trouver  immédiatement  ces 
limites  d'une  manière  plus  élémentaire  ^  et  également  rigou- 
reuse. 

Nous  allons,  pour  cela,  établir  ce  principe  général  qui 
peut  être  utile  dans  plusieurs  occasions. 

Une  fonction  qui  est  nulle  lorsque  la  variable  est  nulle  ^ 
aura  nécessairement ,  pendant  que  la  Variable  croîtra  posi- 
tivement, des  valeurs ^nies  et  de  même  signe  que  celles  de  sa 
fonction  dérivée,  ou  de  signe  opposé  si  la  variable  croit  négatif 
veTnent  fêtant  que  les  valeurs  de  la  fonction  dérivée  conserve-- 
ront  le  même  signe ,  et  ne  deviendront  pas  infinies. 

Ce  principe  est  très-important  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions, parce  qu'il  établit  une  relation  générale  entre  l'état 
des  fonctions  primitives  et  celui  des  fonctions  dérivées ,  et 
qu'il  sert  à  déterminer  les  limites  des  fonctions  dont  on  ne 
connaît  que  les  dérivées. 

Nous  allons  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse. 

Considérons  la  fonction  ^(o^+f)  dont  le  développement 

général  estfx  +  if  x  -f f"  x  -\^  etc. 

Nous  avons  vu  dans  la  leçon  précédente ,  que  la  forme 
du  développement  peut  être  différente  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  X  ;  mais  que ,  tant  que  fx  ne  sera  pas  infinie ,  les 
deux  premiers  termes  de  ce  développement  seront  exacts^ 
et  que  les  autres  contiendront  parconséquent  des  puissances 
de  i;  plus  hautes  que  la  première  ^  de  manière  qu'on  aura 
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/^  étant  une  fonction  de  a;  et  i,  telle  qu'elle  devienne  nulle 
lorsque  f=o. 

Donc  puisque  ^  deyîent  nul  lorsque  i  devient  nul,  il  est 
clair  qu*en  faisant  croître  i  par  degrés  insensibles  depuis 
zéro ,  la  valeur  de  /^croîtra  aussi  insensiblement  depuis  zéro, 
soit  en  plus  ou  en  nioins  ,  jusqu'à  un  certain  points  aprèv 
quoi  elle  pourra  diminuer;  que  parconséquent  on  pourra 
toujours  donner  à  i  une  valeur  telle  que  la  valeur  correspon- 
dante de  ^,  abstraction  faite  du  signe ,  soit  moindre  qu'une 
quantité  donnée^  et  que  pour  les  valeurs  moindres  de  i,  là 
valeur  de  /^soit  aussi  moindre. 

Soit  D  une  quantité  donnée  qu'on  pourra  prendre  aussi 
petite  qu'on  voudra;  on  pourra  donc  toujours  donner  k'i  une 
valeur  assez  petite  pour  que  la  valeur  de  F'  soit  renfermée 
entre  les  limites  D  et  —  Z>;  donc  puisqu'on  a 

il  s'ensuit  que  la  quantité /(jc+i)  — /"a:  seta  renfermée 
entre  ces  deux-ci  i  (^j^x±:D). 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X  y  pourvu  que  f'x  ne  soit  pas  infinie ,  elle  subsistera 
aussi  en  mettant  successivement  x  +  i,  x-^qI,  x  4-3 i >  etc. , 
jusqu'à  a;  +  (/i—  i)  i  à  la  place  de  x  ;  de  sorte  qu'on  pourra 
toujours  prendre  i  positif  et  assez  petit  pour  que  les  valeurs^ 
des  quantités 

f{x+  3i)  — /(x+  aO> 

/(x  +  ni)  — /(x  -I-  (7i_  1  )  £)  , 
soient  renfermées  respectivement  entre  les  liînite» 
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î{f'x±D),  iif  (x+0 ±D),  i (f  ix+!ii)±.D),etc. , 

iif  (,x  +  (,n-i)i),±D-]. 

en  prenant  pour  D  la  même  quantité  dans  chacune  de  ces 
limites,  ce  qui  est  permis,  pourvu  qu'aucune  des  quantités 
f'r,f(x+i),f(^x+Qi) ,  etc. ,  jusqu'à/  (x  +  (  n  — 'i)  i ) ,  ne 
soit  infinie. 

Donc  si  toutes  ces  dernières  quantités  sont  de  même  signe, 
c'est-à-dire  ,  toutes  positives  ou  toutes  négatives,  il  est  facile 
d'en  conclure  que  la  somme  des  quantités  précédentes,  la- 
quelle se  réduit  à  fi^c-j-ni) — fx,  aura  pour  limites  la 
somme  des  limites ,  c'est-à-dire  les  quantités 


Si  donc  on  prend  la  quantité  arbitraire  D  moindre  que  ht 
somme  *  ^. 

divisée  par  n ,  abstraction  faite  du  signe  de  cette  somme ,  la 
quantité  fÇx-^ni)  — /x  sera  nécessairemept  renfermée  entre 
zéro  et  la  somme . 

^i{f^+fi^  +  i)  +fQx+ai)  +. . .  .+/(^  +  (n-.i)£}. 

Donc  si  P  est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative  des 
quantités  f'xy  f\x  +  i) ,   etc.   jusqu'à  f^(x+  ( n — ï)  i) ,  la 
quantité  f(x  +  ni)  — fx  sera,  à  plus  forte  raison^  renfermée 
•entre  zéro  et  a/iiP.     . 

Or  comme  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  peut 
en  même  temps  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra ,  on 
pourra  supposer  in  égale  à  une  quantité  quelconque  ^,  posî- 
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tiye  ou  négative ,  puisque  la  quantité  i  peut  6tre  prise  posi- 
tivement ou  négativement. 

La  quantité  f(x  -f-  ni )  — /j;  deviendra  ainsi/" (x + z)  — /x , 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  z^  qui 
s*évanouit  lorsque  2=:o^  la  quantité  x  pouvant  maintenant 
être  regardée  comme  une  constante  arbitraire.  Dç  ihême  la 
quantité  f  {pc-^ni)  devirâdra  f*  (x-j-z)  et  représentera  la 
fonction  dérivée  de  la  même  fonction  de  z,  pui6quey*(x+«) 
est  également  la  fonction  dérivée  de/Çx-^-z)  ^  soit  par  rap- 
port à  X,  soit  par  rapport  à  z. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  sif(x+z)  a 
constamment  des  valeurs  finies  et  de  même  signe  ^  depuis 
z  =  o,  et  que  P  soit  la  plus  grande  de  ces  valeurs,  abs- 
traction faite  du  signe,  la  fonction  primitive  dont  il  8*agit 
sera  renfermée  entre  o  etazP,  parconséquent  elle  aura  tou- 
jours aussi  des  valeurs  finies  6t  de  même  signe  que  la  fonc- 
tion dérivée  ,  si  z  est  positive ,  ou  de  signe  différent ,  si  £  est 
négative. 

Dans  le  calcul  différentiel ,  la  conclusion  précédente  est 
une  suite  immédiate  et  nécessaire  de  la  manière  dont  ce  cal- 
cul est  envisagé,  et  elle  se  présente  même  sans  aucune  li- 
mitation relativement  aux  valeurs  infinies  ;  mais  nous  allons 
Toir  qu'elle  est  souvent  en  défaut  à  cet  égard ,  ce  qui  servira 
à  montrer  la  nécessité  d'une  analyse  plus  rigoureuse  que  GeUe 
qui  sert  de  base  au  calcul  différentiel. 

En  effet,  si^  est  une  fonction  de  2,  sa  fonction  dérivée, 

suivant  la  notation  de  ce  calcul ,  sera  représentée  par  -^,  et 

y  fint^ale  de  dy ,  est  regardée ,  par  les  principes  mêmes  du 
calcul,  comme  la  somme  de  tous  les  élémens  infimment  pe« 

tits  c2y,  ou -^  J&;  parconséquent   à  y  =20,  lorsque  2^  =  0, 
y  ser^Ia  somme  de  tous  les  élémens^  cb  qui  répondent  atout 
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les  élémens  de  z.  D'où  l'on  est  en  droit  de  conclure  que 

si  -t^-  a  toujours  des  valeurs  positives ,  depuis  z=zo,  jusqu'à 

dy 

une  valeur  quelconque  positive  de  z,  tous  les  élémens  ^  dz 

étant  positifs ,   la  valeur  de  y  répondant  à  cette  valeur  de  z 
sera  nécessairement  positive. 

Cependant,  si  Ton  a,  par  exemple ,  jr  =  —  -,    a 

étant  une  constante  quelconque  positive  ,  on  aura^  =olors- 

dy 
que  £  =  G ,  et  la  valeur  de  -^  sera ,  par  les  règles  connues 

de  la  diiFérentiation ,  7 r-.  Cette  valeur  est  constamment 

positive ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z  ;  il  faudrait  donc  que 
la  valeur  de  y  fût  toujours  positive ,  ce  qui  n'est  pas  ;  car  en 
prenants  plus  grande  que  a,  y  devient  négative.  Ainsi  le« 
principes  du  calcul  différentie}  sont  en  défaut  dans  ce  cas. 

Suivant  le  principe  que  nous  venons  d'établir,  la  valeur 
dey  ne  sera  nécessairement  positive  qu'autant  que  la  fonc- 

dv 
tion  dérivée  -j-  ne  sera  pas  infinie  dans  l'étendue  de  la  valeur 

de  2.  Or  -f^  étant  égale  i  -; rt,  elle  devient  infinie  lors- 

dz  °  (a — zy 

que  z=2a.  Donc  les  valeurs  de  y  seront  nécessairement  po- 
sitives  depuis  z=o  jusqu'à  zz^za-,  mais  elles  pourront  ne 

pas  l'être  lorsque  z  >a,  quoique  les  fonctions  dérivées  -z r; 

a(»eat  toujours  positives. 

Yoici  maintenant  comment  le  princijpe  dont  il  s'agit,  s'ap* 
plique  à  la  détermination  des  limites  du  développement  de 

Soient  d'abord  p  et  ^  les .  valeurs  de  a:  +  i  qui  rendent 
la  fonction  dérivée  ^^  (a:-+-i)  la  plus  petite  et  la  plus  grande , 
eft  regardant  x  comjqoe  doimé^  et  faisant  varier  i  depuis  zéro 
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jusqu'à  une  valeur  quelconque  donnée  de  i,  'Don.cfp  sera  la  plas 
petite  valeur  de/^(x-f-0>  ^^f^  ^^  sera  la  plus  grande;  par 
conséquent /'(x 4- i) — fp^  ^^  f^ — f(.^+0  «eront  tou- 
jours des  quantités  positives. 

Regardant  ces  deux  quantités  comme  des  fonctions  déri- 
vées ,  relatives  à  la  variable  i,  leurs  fonctions  primitives ,  prises 
de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=,o  seront^  à  cause 
de  jc,p  etq  supposées  constantes^ 

Ainsi  pourvu  qaefÇx-^i)  ne  soit  jamais  infinie  depuis 
i=:o  jusqu'à  la  valeur  donnée  de  i,  ce  qui  aura  lieu  si  fp 
etfq  ne  sont  point  des  quantités  infinies^  on  aura  par  1# 
principe  précédent^  si  iest  positif  ^ 

f(x+i)-fx^ifp>o.  et/x~/-(x  +  0  +ifq>o; 

d'où  l'on  tire  ' 

f(x-t-i)>fx  +  ifp,  et  f{x  +  i)<fx+ifq. 

Supposons  ensuite  que  petq  soient  les  valeurs  de  x-f-  i  qui 
rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  f"  (jr-j-  i)  la 
plus  petite  et  la  plus  grande^  en  faisant  varier  i  depuis  zéro 
jusqu'à  une  valeur  donnée  ;  on  aura. f'^p  etf^q  pour  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  valeur  de  y^'(x-f-Oi  parconsé- 
quenty*  (x  +  i)  — fp ,  et  /*</  — fÇx  +  i)  seront  toujours 
des  quantités  positives. 

Regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  dérivées  re- 
latives à  la  variable  i,  leurs  fonctions  primitives  prises  de 
manière  qu'elles  soient  nulles^  lorsque  iz=zo,  seront 

f(x  +  i)-fx-ifp. 

if'g-f(.x  +  i)+fx. 

Donc ,  pourni  qne  f  (x-{-t  )  ne  soit  jamais  infinie  dans  tout* 
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rétendue  dei^  ce  qui  revient  à  ce  que  f"p  etf'q  ne  soient 
point  infinies^  ces  deux  quantités  seront^  par  le  même  prin- 
cipe^ toujours  positives  et  finies^  i  étant  supposé  positif  ;  et 
eu  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  ^ , 
leurs  fonctions  primitives ,  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  lorsque  i=zo^  seront,  à  cause  àe  x ^  p  etq  supposées 
constantes , 

/(*  +  0  -/x  -  ifx  - 1/>  ? 

I  fi  -/(«  +  0  +/*  +  if'x- 

Ces  nouvelles  quantitét  seront  donc  aussi,  par  le  même 
'principe ,  toujours  positives  ;  on  aura  ainsi 

/(x  +  i)  -  fx-  ifx  - 1  />  >  o  , 

/x-/(x+  i)  +  ifx+  |/'-3f  >  o, 
d'où  Ton  tire 

et 

Si  on  suppose ,  en  troisième  lieu  y  que  p  tt  q  soient  les 
valeurs  de  x  +  i  qui  rendent  la  fonction  tierce  f  {pc  -^  i) 
la  plus  petite  et  la  plus  grande,  depuis  iz=io  jusqu'à  une  va- 
leur donnée  de  i,  on  aura  les  deux  quantités  f^  {x  -f  i)  — f^p 
et  f^q — f^Q^-^'i)  >  qui  seront  nécessairement  positives  dans 
toute  l'étendue  de  i.  Donc  en  les  regardant  comme  des  fou- 
tions dérivées  relatives  à  la  variable  i ,  leurs  fonctions  primi* 
tives,  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=:o^ 
seront 
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et 

Et  ces  quantités  seront^  par  le  même  principe^  toujonrt 
positives  et  finies,  pourvu  que/**  (x-f-z)  ne  soit  jamais  in- 
finie dans  toute  Tétendue  de  i,  c'est-à-dire,  pourvu  qnef*p 
etfq  ne  soient  point  infinies. 

Donc  y  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  i,  leurs  fonctions 
primitives,  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque 
i=zo^  seront 

et 


lesquelles  seront    parconséquent  aussi  toujours    positives  et 
finies ,   en  vertu  du  même  principe. 

Enfin,  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme 
des  fonctions  dérivées  relatives  à  £,  leurs  fonctions  primitives, 
prises  de   manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=o  ,  seront 


i^  ^,.  P 


tt 


,•3 


'-fq-f(x+i)  +fx+ifx  +  |/'x. 


Ces  quantités  seront  donc  encore   positives  par  le  même 
principe  ;  ainsi  on  aura 

/(x  +  0  ~/r  -ifx-!^  fx-  /s  /»  o . 


2.3 


i'  ^      .     t» 


> 

d*où 
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d  OU  Ton  tire 

/(* + 0  <fa + if^  +  --  fx  +-^ri> 

et  ainsi  de   suite. 

Nous  avons  supposé  dans  ces  déyeloppemens  i  positif;  si  i 
était  négatif,  ou  bien  si  on  changeait  i  en  —  i,  alors  on 
trouverait  pour  premières  limites  de  f(x — f), 

f(x-i)>fx-ifq. 
On  trouverait  ensuite   pour  secondes   limites 

f(.x-i)<fi:-  ifx  +  ~  f"p , 


I» 


et  ainsi  des  autres. 

Donc ,  en  général ,  la  quantité  fipo-^i^ ,  soit  que  i  soit  po- 
sitif ou  négatif^  sera  toujours  renfermée  entre  ces  deux-ci  : 


;a  ;3  ;'^ 


■  A  +  '/'^+lf^+^Z-^  +  etc.  +-£—f^q, 

en  prenant  pour  p  ^t  q  les  valeurs  de  a?  +  ^  >  ^"i  répondent 
à    la   plus    petite    et    à    la    plus    grande    des     vaUurs    de 

f^(jr  "{-i) ,  dans  toute  lYtendue  de  i,  depuis  i=  o  ;  pouiTU 

que  les  deux  quantités  f'^p  etf  q  ne  soient  pas  infinies. 

G 
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Au  reste ^  il  est  facile  de  Yoir,  par  l'analyse  précédente; 

qu'on  n'estpas  astreint  à  prendre  ^ur f^p  et  f^q  laplus  petite 

et  laplus  grande  râleur  de  f^(x+i)  ,  mais  qu'on  peut 
prendre  à  leur  place  des  valeurs  quelconques  plus  petites 
que  la  plus  petite  ,  et  plus  grandes  qu-e  la  plus  grande  ;  ce 
qui  peut  servir^  dans  nombre  de  cas,  à  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites. 

J'observerai  ici,  quoique  cela  ne  soit  presque  pas  néces- 
saire y  que  j'entends  toujours  par  quantités  plus  grandes  ou 
plus  petites  absolument ,  celles  qui  sont  plus  avancées  vers 
l'infini  positif,  ou  vers  Tinfini  négatif;  ainsi,  si  a^b ,  on 
aura  —  a ^ —  A,  etc. 

L'analyse  précédente  redonne,  comme  l'on  voit,  successif 
vement  les  termes  du  développement  dey(x -|- 0  *>  ^^^s  elle 
a  l'avantage  de  ne  développer  cette-  fonction  qu'autant  que 
l'on  veut,  et  d'offrir  des  limites  du  reste. 

En  effet,  si  dans  le  développement  de  /(x+O  o^  veut 
s'arrêter  au  terme  ft""',  pour  avoir  les  limites  du  reste  du 
développement^  il  n'y  a  qu'à  considérer  le  terme  suivant, 
4C[ui  serait  de  la  forme 


M 

/•JL 


^  -Z 


52.3.4*  •  •  '/^ 


et  y  mettre  à  la  place  de  f^x  la  plus  grande  et  la  plus  pe- 
tite valeur  de  f-^Çx-^i)^  en  faisant  varier  i  depuis  zéro, 
ou  bien  des  quantités  quelconques  plus  grandes  ou  plus  pe- 
tites que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de/"  (a;  +  i). 
Si  ces  deux  valeurs,  ou  l'une  d'entr' elles  était  infinie  ,  il  nj 
aurait  point  alors  de  limites  ;  c'est  aussi  le  cas  où  le  déve- 
loppement de\-iendrait  fautif,  parceque  la  valeur  de/^  (J^+O 
serait  infinie  dans  quelque  point. 
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En  général ,  on  peut  avoir  de  la  même  manière  les  limites 
des  valeurs  de  toute  fonction  dont  on  ne.  connaîtra  que  la 
fonction  dérivée  d'un  ordre  quelconque.  On  examinera  la 
marche  de  la  fonction  dérivée  depuis  l*origine  de  la  variable , 
et  si  elle  ne  devient  jamais  infinie ,  on  y  appliquera  immédia- 
tement les  formules  précédentes ,  où  i  est  la  variable  ,  et  x 
peut  être  une  constante  quelconque.  Si  au  contraire  la  fonc- 
tion dérivée  devient  infinie  pour  certaines  valeurs  de  la  va- 
riable ,  on  partagera  cette  variable  en  autant  de  parties  sé- 
parées par.  les  termes  auxquels  répondent  les  valeurs  infinie* 
de  la  fonction ,  et  on  appliquera  séparément  les  mêmes  for- 
mules à  chacune  de  ces  parties. 

Supposons,pour  donner  quelques  exemples,y'(a:+i)=(jc+i)'*j 
on  SLuiSLfx=  x"",  et  de  là 

fx=:mx!^-'\  f"x=:m(m—i)x'^-^, 
f^x=m  (m — 0  (m — a)  x^"^ ,  etc.  ; 

et  en  général  » 

j^x^zzMx^'^^y  où  iJ/=3 m(m  —  0 (m—  2) , . . (m— ^-f  i), 
eomme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  II.  On  aura  donc 

où  Ton  voit  que  cette  fonction  ne  peut  jamais  devenir  Infi- 
nie tant  que  x+i  n'est  pas=o,  et  que  ^  nest  pas>m. 
On  voit  aussi  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 

M{jC'\'iy^  ^  répondent,  Tune  à  i=:o,  et  l'autre  à  i\  de 
sorte  que  les  valeurs  p  et  q  seront  x  et  x-|-  i,  ou  x-fi  et  x. 

Donc,  en  général,  le  développement  dé  (x+i)"*  sera  com- 
pris entre  ces  deux  limites, 

a»  +  mix«-«  +^^"'~'^i'x'"-»  +  etc.  +^i^  x'"-^. 
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07"»  +  mu:*-*  H i i  i*x*-^  4-  etc. 

Par  le  moyen  de  ces  limites,  on  est  à  couvert  des  difficultés 
c(ui  peuvent  résulter  de  la  non-convergence  de  la  série  ;  car 
comme  un  terme  quelconque  /i""'  est  au  suivant  dans  le  rap- 

port  de  1  a • —  X  -  >  pour  que  la  série  soit  conver- 

gente ,  il  faut  que  la  quantité  X  - ,    abstraction 

faite  du  signe  qu'elle  doit  avoir,  soit  moindre  que  Tunité. 
Si  -  <C  ^  >  i^  ^s^  cl^^  ^^®  ^*  série   finira  toujours  par  être 

convergente ,  puisque  la  dernière  valeur   de    ^ —    est 

n 

—  1 .  Mais   elle  sera    toujours   divergente    à  son  extrémité , 

si  -  )>  1 ,   quoiqu'elle  puisse   être  convergente  dans  ses  pre- 

miers  termes.  Ainsi  elle  ne  pourra  alors  être  employée  avec 
sûreté ,  quelque  loin  qu'elle  soit  portée ,  qu'en  ayant  égard 
aux  limites  que  nous  venons  d©  donner. 

Supposons ,  en  second  lieu , 

on  aura 

fx=za^,  et  de  lkfoc=a'  la ,  f3c=a'(Jay,  f^x=a'(^la)\  etc. 
Donc,  en  général, 

OÙ  Ton  voit  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  ré- 
pondent aussi  à  i  =a  o    et  à  i.  Ainsi  on  ~  aura ,   en    faisant 
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,  +  ila  +  i!  Qay  +  ^  (/a)3  +  etc.  +  ^-i-^  (/a)'*» 

1  +  Un  + 1  (/û)»  +  ^  (/a)'  +  etc.  +  ^-|^  (/ay*  a', 

pour  les  limites  de  la  valeur  de  a*,  où  Ton  pourra  prendre 
dans  le  dernier  terme  ^  au  lieu  de  a* ,  une  quantité  quelconque 
plus  grande. 

Soit,  «n  troisième  lieu, 

on  aura 

/x  =  /x,/x=i,/"x=-.^,y^a;  =  ^,  etc.; 
donc, 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  ft  impair ,  et  Tinfé- 
rieur  pour  le  cas  de  /*  pair. 

Il  est  clair  que  pourvu  que  x  -^-ine  soit  pas  égal  à  zéro ,  la 

quantité  f^Çx-^-i)  ne  sera  jamais  infinie,  et  que  sa  plus 
grande  valeur  et  sa  plus  petite,  relativement  à  j,  répondront 
à  iz=:o  et  à  i. 

On  aura  donc  par  la  formule  générale ,  ces    deux  limites 
pour  la  valeur  de  IÇx-^i)  , 

/jc  H 1T  +  5— 5 — etc.  rh - 


X      ax*       5x^  a 


> 


/x  J -f-  -— -  —  etc.  ±: 


(^(oc  +  i'f 
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OÙ  Ton  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quelconque 

plus  grande  dans  le  dénominateur  (x +  £)'*. 
Soit ,  en  quatrième  lieu , 

f(x  +  i)  =sin(x  +  0> 
on  aura 

jfx  =  fiin  X,  jfx  =  cos  X ,  fx  =  —  eiax,  etc.  ; 

donc  ,  en  général  y 

/'^(x  +  i)==d::sin  (x4- j),  ou  =±:co8  (x  +  x), 

suivant  que  ^  sera  de  Tune  de  ces  formes ,  4'*>  4^4-^> 
4^1+1,  4'*+5>  '^  étant  un  nombre  entier  quelconque; 
ce   qu*on  peut  renfermer  dans  cette  expression  générale, 

//^,(x  +  /)=sin(x  +  i+AcD), 

D  étant  Tangle  droit. 

Or ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  t,  il  est  visible 

■que  la  plys  grande  et  la  plus  petite  valeur  dey^(x-f-0  seront 
1  et  — 1  ;  ainsi  on  aura  pour  le  développement  de  sîn  (x-f-i)^ 
ces  limites., 

«in  X  +  i  cos  x —  —  sin  x ^  cos  x  +  etc.   dz  — = . 

a.  a. 3  a.3.../x 

Si  on  fait  x  =  o  ,   on  aura 

i 5  H ^    .  g  —  etc.  ±: 


2.3       2.3.4.5  '         2.3.  ..//.' 

Et  $i  on  fait  x  =  Z> ,  on  aura 

1. =-r— etc.  ±:  ^-5 , 

pour  les  limites  de  sin  i  et  cos  i  ^  ou  il  faudra  prendre  pour  fc 
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le  nombre  immédiatement  plus  grand  d'une  unité  que  Tex- 
pofant  de  i ,  dans  le  terme  auquel  on  voudra  s'arrêter. 

Nous  avons  donné ,  à  la  fin  de  la  leçon  VII ,  la  série  du 
développement  dey  (y  4-0  >  ^^  supposantj'zirtangaret^sza:, 
et  nous  avons  trouvé  en  général 


f^y  =  ita.S. . .  {fjt,  —  i)  cos^o:  X  «in    ou  cos  ftx; 
Donc,  on  aura  aussi 

f^  (3^  +  1)=  —  ^•^••'  (i^  —  ^)  ^^s^  *  X  sîn  ou  cos  fÂZ, 
en  faisant  j'  +  £  :=r  tang  z ,  c'est-à-dire , 

tang  .  z  =  tang  .  x-^-i. 

Or  quels  que  soient  jf  eti,  il  est  visible  que  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  de  cos^z  X  sin  ou  cos  ^z,  sera-i^i 
et  i  ;  d'où  on  peut  d'abord  cojaclure  que  la  série  est  vraie 
pour  des  valeurs  quelconques  de  a;  et  i ,  et  que  si  on  veut 
arrêter  la  série  au  terme  fc'"*%  le  reste  de  la  série  sera  né- 

•£/* 

cessairement  renfermé  entre  les  limites  db  — . 

.M 
Ainsi  en  faisant  x  =  o,  on  aura  ces  limites 

arc  tane  issi  — *. l.  .-  +  etc.  ± 

où  (À  est  l'exposant  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter. 

Nous  finirons  par  remarquer  que  les  mêmes  formules  peuvent 
servir  à  développer  une  fonction  quelconque  ,  suivant  les  puis- 
fi^nces  de  sa  variable  ;  car  en  faisant  a?  =  o  ,  fC^  +  i)  de- 
vient simplement  yi  et  peut  représenter  uiiq  fonction  quel- 
conque d'une  variable  i. 

Or  il  est  visible  que  les  valeurs  de  fxyfx^  f"Xy  etc., 
lorsque  a?=  o,  doivent  coïncider  avec  celles  àsifiyfi^f'i,  etc.  ^ 
lorsque  i  =:  (?♦. 

4 
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Donc ,  si  on  dénote  simplement  par  f  ^  f\  f,  etc.  les 
valeurs  défi,  fi^fi,  etc.,  lorsque  i=:  o^  on  aura  en  gé- 
néral 


i*   ...  .     P 


fi=f+  if  +  -r^-^r  +  etc. 

Et    si  on    veut  s'arrêter  au  terme  /x'"",   alors    comme  le 
terme  suivant  serait 


rtt 


s.3.4..../^     * 

il  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  à»f^  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  valeur  de  f^i ,  ou  des  valeurs  plus  grandes 
et  plus  petites  que  celles-ci ,  et  l'on  aura  les  limites  du  reste 
du  développement. 

Ainsi  le  développement  sera  exact  tant  que  ces  limites 
auront  des  valeurs  Unies.  Si  l'une  d'elles  devenait  infinie ,  le 
reste  de  la  série  pourrait  aussi  devenir  infini ,  et  le  dévelop- 
pement deviendrait  fautif.  Il  faudra  donc  alors  ou  s'arrêter 
à  un  terme   précédent,  ou  n'attribuer  à  i   que  des  valeurs 

telles^  que  f^i  ne  devienne  pas  infinie  depuis  ï  =  o  jusqu'à 
cette  valeur. 

Puisque  ces  limites  répondent  à  la  plus  grande  et  à  la  plus 

petite  valeur  de  f^i,  en  prenant  i  depuis  zéro  jusqu'à  la  va- 
leur donnée  ;  il  est  clair  que  la  valeur  exacte  du  reste  du  dé- 
veloppement de  la  fonction  fi  répondra  à  une  valeur  inter- 
médiaire de  f^'i ,  qui  pourra  être  représentée  "psn'ff^J  ,  en 
prenant  pour  j  une  quantité  entre  zéro  et  i.  Il  suit  de  là 
qu'on  pourra  toujours  représenter  d'une  manière  finie  le  dé- 
veloppement d'une  fonction  quelconque  fi,  en  y  introduisant 
une  quantité  inconnue  j  moindre  que  i.  Ainsi ,  on  a  ce  théo- 
rème analytique,  remarquable  par  sa  simplicité. 


DES       FONCTIONS.  loS 


i^  ...   .      P 


fi=f+if+^J^+—f" +  etc, 

oiif,f\f",   etc.,    sont  les    valeurs  de  fiyf'iy  f"i,  etc., 
en  y  faisant  i  =  o  ,  Texposant  [jl  étant  quelconque. 

On  a  par-là  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  propo- 
sition qu'on  s'était  contenté  de  supposer  jusqu'ici  ;  savoir , 
que  dans  le  développement  d'une  fonction,  on  peut  donner  à 
la  variable  suivant  laquelle  est  ordonné  le  développement , 
une  valeur  assez  petite  pour  qu'un  terme  quelconque  de  la 
série  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ; 
car  il  est  clair  qu'il  suIRt  pour  cela  de  faire  voir  qu'on  peut 
toujours  prendre  i  assez  petit  pour  que  l'on-  ait 


a.3.../>t — l '^  a.3...fc 

condition  qui  se  réduit  à  celle-ci  y**"^  ^  >  "f^j  y  à  laquelle 
il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satisfaire  en  diminuant  la 
valeur  de  i,  pourvu  qu'on  n'ait  i^saf^     ^  =  o. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  cette  autre  pro- 
position, que  si  l'on  a  deux  fonctions  différentes  fi  et  Fi, 
qui  soient  telles  que  les  ^  premiers  termes  du  développe- 
ment de /i,  soient  respectivement  égaux  aux  /a  premiers  termes 
du  développement  de  Fi,  on  peut ,  en  diminuant  la  quan- 
tité /',  rapprocher  assez  près  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions, 
pour  que  la  valeur  d'aucune  autre  fonction  comme  <p£ ,  ne 
puisse  jamais  tomber  entre  cei  valeurs,  si  les  f/,  premiers 
termes  du  développement  de  ci  ne  coïncident  pas  aussi  avec 
ceux  du  développement  de  fi  et  de  Fi;  car  la  différence 
Fi  — fi  se  réduira ,  par  l'hypothèse,  à 
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OÙ  la  quantité  j  pourra  être  différente  dans  les  deux  fonc- 
tions, mais  toujours  j  ^i',  au  lieu  que  la  différence  ci  — fi 
sera  de  la  forme 

A  étant  <  /w  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  i  , 
le  rapport  de  cette  différence  à  la  première ,  deviendra  tou- 
jours plus  grand ,  à   moins  que  l'on  n'ait  aussi  9  ==/"  ,  etc. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigou- 
reuse de  la  théorie  des  fonctions  dérivées  aux  parties  de  lia 
géométrie  et  de  la  mécanique ,  pour  lesquelles  on  emploie  le 
calcul  différentiel.  Soit  fx  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  x 
est  l'abscisse  ;  prenons  une  nouvelle  abscisse  i  y  qui  commence 
où  finit  l'abscisse  a:,  que  nous  regarderons  maintenant  comme 
constante  ;  l'ordonnée  correspondante  sera 

f(x  +î)=fx  +  ifx  +  -^  fx  +  etc. 
Arrêtons -nous  aux  premiers  termes  ,  et  supposons  l'équation 

-entre  l'abscisse  i  et  l'ordonnée  z\  cette  équation  sera  à  une 
ligne  droite  qui  passe  par  le  point  de  la  courbe  qui  répond  à 
l'abscisse  a:,  et  qui  est  inclinée  à  Taxe  d'un  angle  dont  fx 
est  la  tangente. 

Comme  les  deux  termes  de  l'ordonnée  de  cette  droite 
coïncident  avec  les  deux  premiers  termes  de  celle  de  la 
çourbt ,  il  sera  impossible    qu'aucune   autre   droite   passant 


\ 

\ 
\ 


\ 
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par  le  même  point  de  la  courbe  ^  puisse  passer  aussi  entre 
elle  et  la  droite  dont  il  s'agit;  celle-ci  sera  donc  la  tan- 
gente de  la  courbe  au  même  point  ^  de  manière  qu'en  ap- 
pelant t  la  sous-tangente^  on  aura  en  général-^  z=^f'x^  et 

de  là   <  3=  -^=z=Z; 

f^    y 

Prenons  maintenant  les  trois  premiers  termes  du  même 
développement,  et  considérons  la  courbe  dont  l'équatioB 
entre  Tordonnée  9  et  l'abscisse  i  serait 

on  aura  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  aux  ordonnées  , 

et  dont  le  paramètre  est  -^ir-. 

J  ^ 

Cette  parabole  passera  par  le  point  de  la  courbe  proposée  qui 
répond  à  l'abscisse  a:,  et  aura  la  même  tangente  qu'elle,  parce- 
que  les  deux  premiers  termes  de  son  équation  coïncident 
avec  ceux  de  l'équation  de  la  courbe  ;  et  comme  les  troi- 
sièmes termes  coïncident  au^si,  il  s'ensuit  qu'aucune  autre 
parabole  ne  pourra  passer  entre  celle-ci  et  la  même  courbe: 
ce  sera,  parconséquent,  la  parabole  qu'on  nomme  osculatrice, 

€t  qui  aura  ^vT"  ou -jt  pour  paranietre. 

Comme  c'est  ordinairement  au  cercle  qu'on  rapporte  la  cour- 
bure des  courbes ,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure ,  on  suppo- 
sera que  la  courbe  proposée  est  im  cercle  dont  l'équation  gér 
nérale  est ,  conmie  Ton  sait , 

ainsi  on  aura 

y=.b  +  Vlr*-ix>^a.y2  =  faf      . 
<}'où  l'on  dé<}tiit ,  es  prenvit  lee  &Bptioos  dérivéea  ; 
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X —  a 


t ^  —  ^ ^/ 

y-       l/Cr«-(x-û)^3       ^ 

y  = r  =  /  ^ 

Si  on  détermine  ,  par  ces  trois  équations ,  les  valeurs  de  <7, 
i,  r  en  a: ,  fx^  f^J^  y  f"^  y  on  aura  non-seulement  le  rayon  r 
du  cercle  osculateur ,  mais  aussi  la  position  du  centre  de  ce 
cercle  par  les  deux  coordonnées  a ,  i,  qui  seront  en  même 
temps  celles  de  la  développée  *,  car  alors  les  trois  premiers 
termes  du  développement  de  v  dans  le  cercle ,  coïncideront 
avec  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  y  dans  la 
courbe  proposée. 

On  aura  aussi ,  pour  une  courbe  quelconque  | 

r-        —y  , 

a=x-ylii±^ 

« 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  théorie  des  osculations , 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  articles  117  et  suivans  de  la 
Théorie  des  Fonctions  analytiques. 

Si  on  considère  l'espace  décrit  par  un  mobile ,  comme  fonc- 
tion du  temps  employé  à  le  parcourir ,  et  qu'on  nomme  x  le 
temps ,  et  y  l'espace ,  l'équation  y  :=fx  exprimera  la  nature 
du  mouvement.  Soit  z  l'espace  décrit  dans  le  tems  i  qui  com- 
mence au  bout  du  temps  x,  on  aura  z  =f(x-{-  i)  — fx  et  par 
le  développement 

z = ifx  +  -  f'x+—=  {"'x  H-  etc.  : 
•^        *    2*^        '2.3*^ 

ue  prenons  dans  cette  expression  de  a^  que  le  premier  terme , 
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et  considérons  un  autre  mobile  dont  le  mouvement  serait  re- 
présenté par  r  équation 

entre  l'espace  u  et  le  même  temps  i  \  ce  mouvement  sera  uni- 
forme avec  la  vitesse  y^x.  Comme  la  valeur  de  u  est  exprimée 
par  un  terme  qui  est  le  même  que  le  premier  terme  de  la  va- 
leur de  2,  il  suit  de  ce  que  nous  avons  démontré  en  général, 
que ,  dans  les  premiers  instans  du  temps  i ,  ce  mouvement  uni- 
forme approchera  plus  du  mouvement  dont  il  s'agit,  qu'au- 
cun autre  mouvement  uniforme  ;  car  on  pourra  toujours 
prendre  le  temps  i  assez  court  pour  qu'entre  les  espaces  par- 
courus en  vertu  de  ces  deux  mouvcmens,  il  ne  puisse  être  par- 
couru uniformément,  dans  le  même  temps,  aucun  espace  moyen 
^avec  une  autre  vitesse  que  fx.  Donc  on  pourra  regarder 
fx  comme  l'expression  de  la  vitesse  de  tout  mouvement 
représent-é  par  l'équation  y:=ifx  y  au  bout  du  temps  x. 

Si  on  prend  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  z 
pour  l'espace  décrit  par  un  autre  mobile  dans  le  même  temps  i , 
la  formule 

u:=:ifx+'^fx, 

représentera  un  mouvement  composé  d'un  mouvement  uni- 
forme avec  la  vitesse  y^j:,  et  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré  produit  par  une  pression  ou  force  accélératrice 
constante  fx ,  comme  l'expérience  le  prouve  dans  le  mou- 
vement des  graves. 

Les  termes  de  la  valeur  de  u  étant  les  mêmes  que  les  deux 
premiers  termes  de  Fexpression  générale  de  z^ ,  on  conclura 
des  mêmes  principes  établis  ci»  dessus ,  et  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent ,  que ,  dans  les  premiers  instans  du 
temps  i  y  ce  nouveau  mouvement  approchera  du  mouvement 
représenté  par  l'équation  z  =/(  x  -f-  i  )  — fx ,  ouy  z=fx, 
plus  qu'aucun  autre  mouvement  semblable  ,  de  manière 
qu'on  pourra  prendre  f^x  pour  la  vitesse  ,    et  f"x   pour 
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la  force  accélératrice  au  commencement  du  temps  i ,  c'est-à^ 
dire ,  au  bout  du  temps  x.  Donc ,  en  général ,  y,  étant  l'espace 
décrit  et  exprimé  en  fonction  du  temps ,  y'  sera  la  vitesse , 
et  y  la  force  accélératrice  nécessaire  pour  ce  mouvement. 

Ceci  a  lieu  naturellement  dans  les  mouveniens  rectillgnes  : 
mais  en  considérant  les  mouvomens  curvilignes  comme  com- 
posés de  rectilignes  ^  on  en  déduit  les  lois  des  vitesses  et  des 
forces  dans  toutes  sortes  de  mouvemens. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  fait  voir,  en  deux  mots, 
Tusage  de  notre  théorème  sur  les  limites  du  développement 
des  fonctions  y  dans  l'application  des  fonctions  dérivées  à  la 
géométrie  et  à  la  mécanique  ;  et  nous  renverrons  ceux  qui  dési- 
reront un  plus  grand  détail ,  à  la  seconde  partie  de  notre 
Théorie  des  Fonctions  analytiques. 
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LEÇdN     DIXIÈME. 

* 

Des  Equations  dérivées ,  et  de  leur  usage  pour 
la  transformation  des  Fonctions,  analyse  des 
Sections  angulaires. 

O  usQu'a  présent  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  dérivée* 
que  comme  servant  à  la  formation  des  séries  d*où  e1Ie$ 
tirent  leur  origine  ;  mais  ces  fonctions ,  considérées  en  elles- 
mêmes  ,  offrent  un  nouveau  système  d'opétations  algébriques , 
et  sont ,  pour  ainsi  dire  y  la  clef  de  la  transformation  des 
fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  variable  est  présentée  6ous  deux 
formes  différentes ,  en  égalant  ces  expressions ,  on  a  ce  qu'oie 
appelle  une  équation  identique,  à  cause  de  Fidéntité  de  la 
valeur,  laquelle  doit  parconséquent  avoir  lieu  indépendam- 
ment de  la  variable ,  c'est-à-dire ,  quelle  que  soit  cette  va- 
riable ;  ainsi  elle  aura  lieu  aussi  en  attribuant  à  la  variablt 
un  accroissement  quelconque  i. 

Soit  fxzzzo  une  pareille  équation  identique ,  on  aura  donc 
aussi  f(jc  +  0  ^=  o  >  savoir ,  en  développant 


i* 


fx  +  ifx  +  -^f'x  +  etc,=:o, 

quel  que  soit  i  ;  donc  on  aura  séparément 

fxzzr^o,  j^x=zOy  fx=^o  y  etc.  ; 

d'où  il  suit  que  l'on  aura  la  même  équatioi^  «h  prenant  les 
fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 
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Supposons  maintenant  une  équation  comme 

entre  deux  variables  or  et  ^ ,  par  laquelle  l'une  y  doive  être 
fonction  de  x.  Il  est  évident  qu'en  regardant  y  comme  une 
fonction  de  x,  déterminée  par  cette  équation ,  l'équation 

sera  identique  ,  et  aura  lieu  indépendamment  de  x  ;  donc  l'é- 
quation subsistera  aussi  entre  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre 
quelconque. 

En  prenant  donc  les  fonctions  dérivées  premières ,  secondes, 
etc.  de  chaque  terme ,  on  aura  autant  de  nouvelles  équations 
qui  auront  lieu  en  même  temps  que  l'équation  primitive  ;  par- 
conséquent  toute  combinaison  de  ces  équations  aura  lieu  aussi 
à-la-fois. 

Nous  nommerons  en  général  équations  dérivées  du  premier 
ordre,  du  second  ordre ,  etc.  ou  simplement  équations  primes, 
secondes  y  etc.,  non-seulement  les  équations  dérivées  qu'on 
obtient  en  prenant  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  de 
tous  les  termes  d'une  équation  regardée  comme  primitive ,  mais 
encore  les  équations  qu'on  pourra  former  par  une  combinaison 
quelconque  de  l'équation  primitive  ,  et  de  son  équation  prime, 
ou  de  ces  deux-ci  et  de  l'éqqation  seconde. 

Ainsi  l'équation  primitive  contenant  a:  et  ^ ,  l'équation  dé- 
rivée du  premier  ordre  ou  équation  prime  ,  contiendra  x ,  y 
et  y';  l'équation  dérivée  du  second  ordre  ou  équation  seconde, 
contiendra,  ^ ^  y  ^y'  ety  \  et  ainsi  de  suite. 

Si  au  lieu  de  regarder  y  comme  fonction  de  x ,  on  regardait 
au  contraire  x  comme  fonction  de  y ,  l'équation  prime  serait 
entre  y ,  x  et  x' ,  l'équation  seconde  serait  entre  j^ ,  a: ,  a;'  et  jc*, 
et  ainsi  de  suite  \  et  par  le  principe  exposé  dans  la  leçon  VII, 
on  pourra  toujours  transformer  un  de  ces  systèmes  d'équation» 
dérivées  dans  l'autre. 

Pour 
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ÎPotiir  montrer  d'abord  par  quelques  exemples  Tusage  des 
lèquations  dérivées  dans  la  transformation  des  fonctions ,  je 
considérerai  lés  fonctions  sin  x  et  cbs  x,  dont  nous  avons 
donné  les  fonctions  dérivées  dans  la  leçon  Y^  et  faisant 

yt=zùax,z=:coèx, 
j*aurai  d'abord 

y'  =z=  cos  x  et  a'  =  —  sin  X I 

parconséquent 

y=z,z'=—y; 

êi  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  J/ —  i ,  et 
^u'ôn  rajouté  à  la  secondé ,  oâ  aura 

«'  +y  y^i=zy^i  -^y-  i^+y  y—1)  V/—  z  5 

d'où  l'on  tire  l'équation 

« 

Or  MOUS  avons  vu  dans  la  leçon  VI ,  que  si  p  est  une  fbnc- 
tit)n  quelconque  de  x ,  -*•  est  la  fonction  dérivée  de  Ip  ;  aiiisi 

Liz+y]/—i)^x^^i+k 

sera  T équation  primitive  d*où  la  précédente  ]peut  être  Censée 
dérivée  ;  la  quantité  k  est  la  constante  arbitraire  que  nous 
avons  vu  à  la  fin  de  la  imême  leçon,  pouvofl*  toujours  s'ajouter 
à  la  fonction  primitive  d'une  fonction  dérivée  donnée  ,  et  qui 
eert  à  lui  donner  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 
Il  serait  inutile  d'ajouter  de  même  une  constante  au  premier 
membre  de  l'équation ,  parcequ'elle  se  fonderait  dans  l'autre 
par  la  simple  transposition  dans  le  second  membre. 

Mais  cette  constante  étant  jusqu'ici  arbitraire ,  il  faut  la 

déterminer  conformément  à  Ift  nature  des  fonctions^  et  z,  ^ 

VT 


Il4  CALCUL 

Pour  cela^  j'observe  qu'en  faisant  x=:  o,  on  a 

•in  x  ^  o  y  et  cos  x  =  i  ;  donc  jr  =  o  ^  2  =:  i  ;      ' 

II  faudra  donc  que  Téquation  que  nous  venons  de  trouver, 
tisfasse  à  ces  suppositions  ;  or  elle  devient  dans  ce  cas  /i  =6; 
et  comme  / 1  est  =  o  >  on  aura  A  =  o. 
L'équation  sera  donc  simplement 

et  passant  de  là  aux  exponentielles  ; 

e  étant,  comme  nous  le  supposons  toujours^  le  nombre  dont  le 

logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Remettant  pour  y  et  z 

leurs  valeurs  sin  x  et  cos  x,  on  aura  cett»  formule  remar- 

quable 

cos  X  -j-sinx  J/ —  1  =  e*V^-"*  ; 

laquelle ,  à  cause  de  Tambiguité  du  radical  ^—  1 ,  donne  éga« 
lement  celle-ci , 

cos  a?  —  sin  07  J/^—  1  =  eT^^^-, 

• 

et  ces  deux  combinées  ensemble  suffisent  pour  déterminer  les 
valeurs  de  sin  x  et  cos  x.  On  aura ,  en  eifet ,  après  les  avoir 
ajoutées  ou  retranchées , 


cosa;  = 


smx 


12 


Ainsi  les  sinus  et  cosinus  se  trouvent  exprimés  par  des  ex- 
ponentielles imaginaires ,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  l'une 
des  plus  belles  découvertes  analj^ques  qu'on  ait  faites  dans 
ce  siècle. 

Ces  formules  peuvent  aussi  se  déduire  immédiatement  de  la 
comparaij»OA  des  séries  qui  expriment  les  fonctions  sin  or  « 
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cos  X  et  e*,  et  que  nous  ayons  trouvées  plus  haut  (leçons  IV 
et  VI.)  C'est  de  cette  manière  qa'Euler  les  adonnées  dans  le 
tome  y  II  des  Miscellanea  Berolinensia  ^  mais^  dans  son  In^ 
troductio ,  il  les  déduit  des  expressions  algébrique^  des  siaus  et 
cosinus  des  angles  multiples  ,  par  une  réduction  ingénieuse , 
mais  dépendante  de  la  considération  des  quantités  infinies  et  in- 
finiment petites ,  et  que  nous  avons  tâché  de  rendre  rigoureuse 
daiis  la  Théorie  des  Fonctions ,  n^^  uaet  s5. 

Comme  ces  mêmes  séries  avaient  .été  données  par  Newton 
dans  son  Commerce  avec  Oldemburg ,  et  étaient  ainsi  connues 
avant  la  fin  du  si'cle  dernier,  on  aurait  pu  dès-lors  parvenir 
aux  formules  dont  nous  parloi^ç ,  et  donner  par-Jà  à  la  théorie 
des  sections  angulaires,  la  perfection  qu'elle  n'a  acquise  que 
cinquante  ans  après  par  les  ouvrages  d'Euler, 

L'expression  des  arcs  en  logarithmes  imaginaires  remonte , 
a  la  vérité ,  ^u  commencement  de  ce  ^ècle ,  et  c'^st  une  des 
plus  belles  découvertes  de  Jean  Bernoulti,  qui  Ta  donnée  en 
peu  de  mots  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  dô 
1702.  Il  y  était  parvenu  en  intégrant  par  logarithmes  l'élément 
de  l'arc  exprimé  par  la  t^ingente ,  comme  Leibnitz  lavait  trouvé 
la  série  qui  exprime  l'arc  par  la  tangente ,  en  intégrant  le 
même  élément  par  série. 

Cette  découverte  conduisait  aussi  naturellement  aux  mêmes 

formules  exponentielles  ;  mais  elle  est  restée  long>temps  stérile, 

et  ce  n'est  que  lorsque  ces  formules  pnt  été  connues  par  d'autres 

voies ,  qu'on  a  vu  qu'on  pouvait  les  tirer  immédiatement  de 

l'intégration. 

L'équation 

cos  X  -f-  sin  X  J/—  1  =  e^""* 

ou  le  radical  1/—  1  peut  avoir  également  le  signe  +  et  — , 
donne  toute  la  théorie  du  calcul  des  angles.  Car  en  multipliant 
cette  équation  par  l'équation  semblable 

ÇQsy'^  un  y  j/-^  1  =  e^""S 
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(cosx-f-wûJcV^— i)  (co$y  +  smy  l/ — i)=cC*+-yV— ». 

Mais  en  mettant  dans  la  même  équation  x  -j-y  à  la  place 
de  Xy  on  a  aussi 

cos  (^x+y)+sin  ix+y)  l/—  i  =eC'+rV;-». 
Donc ,  comparant  et  développant  le  produit^  on  a 

cos X  cos  j^  —  sinxsinjf  4-  (cosxsinjr -f- cosjrsina:)X|^ — i 
==cos  (x  +  y)  +  8În  C-^+J^)  V — 1 9 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  les  deux  signes 
de  ^ —  1  ^  il  s'ensuit  qu'on  aura  séparément 

cos  X  co$y  —  sin  X  âny  =  cos  (x  +  y  )  > 
cosx  sin^  -^siax  cosy  =  sin  (  x  +^)  > 

formules  qu*on  démontre  par  la  géométrie ,  et  qui  sont  le  fon— 
dément  de  toute  la  théorie  des  angles. 

La  même  équation ,  en  élevant  les  deux  membres  à  une 
puissance  quelconque  m,  donne 

(  cos  X  +  sin  X  1/ —  1  )"*=  e"»^^-». 

Donc  aussi  y  en  mettant  dans  l'équation  primitive  mx  à  la 
place  de  x  et  comparant ,  on  a 

(  cos  X  -f-  sin  X  ^ —  1  )"*  =  cos  mx  -f-  sin  mx  \^ —  i  ,* 

formule  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  élégance 
que  par  sa  généralité  et  sa  fécondité. 

Il  paraît  que  Moivre  est  le  premier  qui  ait  trouvé  cette  belle 
formule  ;  on  voit,  par  les  Miscellanea  analytica,  qu'il  y  a  été 
conduit  par  la  considération  des  sections  hyperboliques  com- 
parées aux  sections  circulaires.  Maintenant  elle  est  devenue 
une  vérité  élémentaire,  qu'on  démontre  par  le  moyen  dbs 
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valeurs  de  an  (x  +y)  «t  cos  (or-f- j)  que  donne  la  géomé- 
trie ,  en  considérant  le  produit  des  formules  semblables 

cosa?  +  sin  x  V^—  i  et  coêy  +  siny  J/—  i , 

lequel  se  réduit  à  cette  formule  semblable , 

cos  (a;  +y  )  +  sin  (j^+J')  V^ —  i  ; 

et  c'est  à  Euler  qu'on  doit  d'avoir  transporté  ainsi  dans  les  Elé- 
mens  une  formule  d'une  si  grande  utilité. 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  on  ne  peut  la  démontrer 
tjue  pour  des  valeurs  rationnelles  de  m  ;  mab  il  en  est  ici 
comme  dans  la  formule  du  développement  du  binôme  y  et  en 
général  dans  toutes  les  formules  qui  contiennent  une  indéterminée 
qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ;  ce  n'est  que  par 
la  considération  des  fonctions  dérivées  qu'on  en  peut  prouver  la 
généralité  pour  une  valeur  quelconque  de  la  même  quantité. 

En  prenant  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  ^ 
le  radical  |/— *  i  en  plus  ou  en  moins ^  oh  à  ces  deux-ci, 

cps  mx  -f»  sin  mx\/ —  i  =  (cos  x  +  sin  x^ —  i  )"*, 

cos  ma;  —  sin  mx  1/—  l  =  (cos  x  —  sin  xj/^ —  i  )'"  ; 

d'où  l'on  tire  aisément 

fcos  x+sin  xi/ — 1  )"*+Ccos  x — sin  xi/— i  *)"* 
cosmx=:^î ■   ■     ^' ■       — . i- ^  , 

(cosx+sinxi/ — i)"* — ^^(cosx — sinxl/ — i)** 

2\/ — 1 

Si  on  développe  les  puissances  jn^'^"  parla  formule  du  binôme^; 
les  imaginaires  disparaissent ,  et  l'on  a  ces  expressions  en  série  , 

:   nt(m— r.i)       „^.      .  . 

cos  mx^=:  cos"*x ^ ^  cos^'^^xsm^x 

a  , 

m(m-0(m-a)(m~5)  ^^_,^  ^.^,^ _ ^^^ 

^  a. 3. 4 

m  (m — i)  (m — a)       „^«      .  • 

5in mx=:m  cos"*""'  x  smx ^= ^ cos"»—* x  sm'o? 

a.o 

+.etc.  3 
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Ces  deux  formules  avaient  été  données  dès  1701 ,  par  Jeaii 
Bemoulli,  dans  les  Actes  de  Léipsic  ,  mais  sans  démonstra- 
tion ;  et  ofa  volt  par  la  lettre  lag  dti  Commercium  epistoli- 
cum,  et  par  le  Traité  des  Sections  coniques  de  Y  Hôpital^ 
qu'il  les  avait  trouvées  en  cherchant  successivement ,  par  les 
théorèmes  connus,  les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  des 
angles  doubles,  triples,  etc. ,  et  en  observant  Taijalogie  des 
termes  de  ces  valeurs  avec  ctnx  du  développement  du  binôme. 
En  effet  >=  a  on-"  fait  successivement  j^= a:,  a  a:,  5x,  etc.  « 
dans  les  formules  données  ci  -  dessus  pom*  si»  (  x  -^y  )  1 1 
cos  (a?  +y)  >  et  qU*on  substitue  à  mesure  les  valeurs  pré- 
cédenteé,  on  trouve 

cos  aj;  =  cos*  0?  —  sin*  X, 
an  SX  =  a  cos  X  sin  x, 
cos'3j:=  co8'±  —^3  côs  x  sin^à:, 
sia3x  =3  cos*  x  sin a:—  sin^ x, 
'\  etc. , 

dont  Tanalogie  avec  les  termes  des  puissances  correspondante» 
du  binôme ,  est  manifeste . 

D'^après  cela ,  il  esf  étonnant  que  Jéàn  Bernoulli  n*ait  pas 
trolîvé  les  expressions  finies  de  sin  mx  et  cosmx  y  et  qu'il  ait 
fallu  -encore  vingt  ans  pour  qu'on  parvînt-  à  la  formule  don- 
née par  Moivre.  Ainsi  Jean  Bernoulli  a  touché  deux  fois  à 
la  même  dé(iiifavert« ,  et  il  èil  a  laiseé  la  gloire  à  ses  suc- 
cesseurs. 

Les  formule?    précédentes  renferment    les  puissances    de 
sin  x  et  cos  x  mêlées  ensemble;  comme   oh  a  toujours 

'  coô*  X  -f-  sin'  xrszi  y^ 

\  est  possible  de  faire  disparaître  toutes  les  puissances  paire» 
de  9\nx  ou  de  cosor,  et  d'avoir  des  formules  qui  procèdent 
•uivant  les   puissances  de  cos  or  ou  sinx. 
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n  serait  difficile  de  parvenir  à  des  séries  régulières  par  la 
simple  substitution;  mais  lea^  formules  connues 

22cosa?  cos7îw:=  cos(m-f-  1)  a:  +  ces  (m—  i)x, 
2C0SX  sinma7s=:  sin  (111+  i)  x-J-  sin  (m—  1)  x, 

% 

font  voir  que  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  de  x, forment 
deux  séries^écurrentes  dont  Téchelle  de  relation  est  a  cos  x,  •— i . 

Ainsi  ei  partant  des  premières  valeurs  delcos  ttix  et  sin  tiix, 
lorsque  7n=oetm  =  i,et  mettant^  pour  phis  de  simplicité^ 
p  et  ç  à  la  place  de  cosx  et  aux,  on  trouvera  successivement 

cosox  =  i  l 

cosiaî  =  p  «^ 

cos  2X  =  2p  cos  X  —  COS  OX  =  2p*  —  1 

cos3x=2pco6aa:r— COS  x  =  ^p^  —  5p 

etc.; 

à*où  résulte  la  table  suivante  : 

C0!S.ià:=3  p         ' 
cosaac=:  flp*-^^  1  '" 

.cos 40:=    8p*—   ^*  +  i    I  t^' 
cosSx  =  iGp^  — flop^+5p 
eta.  ■"■ 


et,  en  géhéir«l. 


•  f 


a  cos  mx  =  (Qp)'^'-m  (ap)"»"^  +  --^ ^  (ap)"**^ 

» 

^ — r*'^^  ,. — ^  (ap)»-«  +  etc. 

On  trouvera  de  même 
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sîn  1  jc  =  ^ 
sin  2x  =  Qpq 

sin  Sx  =  (i€p* — i2jp*+0  7 
etc. 

etj(  en  général , 

sm  mx=;=  (  (a/:;)'""'*  —  (m — a)  (fljp)'""'' 

^  i d:^ 2^  (a/?)"»-*  —  etc.  )  q. 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendante» 
de  p  \  on  peut  en  avoir  aussi  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  p  ou  de  q  ;  mais  il  faut  alors  distin- 
guer les  cas  de  77»  impair  ou  pair.  ' 

■ .     • 

Soit  i*.  m  impair  :  on  aura 
cos  ia:=p 


cos  3x  =  —  (  3p — 4p^  )    . 
cos5jcç=5/J-^2op^  -J-  iGtp^ 
etc. 


(0> 


et,  en  général > 


m  (m*— 1) 


cos  mx SE  ±:  1   mp^^  »>  v*"       */  ^j 
^    m  (m* — 1  )  (m* — 9) 


2,3.4.5         P  J* 


le   signe   supérieur  étant  pour  le    cas  où  m   est   de  la  forme 
/{ii-j-i ,,  et  Vinférieur  pour  celui    où    m    est  de    la    forme 

On  ^ura   de  même,  lorsque  m  est  impair^ 
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sin  IX -=2  q 

sin5x  =  9(i— ia/i»-j-i6pO      '^  ^ 
etc. 

et,  en  général, 

.       f       m* — 1  (m* — i)  (m^ — 9)   , 

smmx=±q^i —p^+^—-2^-^pi 


(m^i)  (m--9)  (m>-fl5)  ) 

fl   .  3   .  4  .   5   .  6       '^  +  ^*''' j  ' 


où  Von  observera,  à  l'égard   des  signes  ambigus,  la  même 
règle  que  ci-dessus. 

Soit  2**  771  pair  :  on  aura 

cos  2x  =^  —  (i — ap*) 

cos4x=^i-— 8p*-f-8/x*  r  ^^N 

cos  Gx  ==  —  (1— 1 8/j*  4-  48p^— 3apS)  ^  ^    ^  * 

etc. 

et ,  en   général ,     ' 

cos77^a:  =  ±|^I-^p•  +  -^g-^ 

a.3.4.5,6  ^  +etc.j 

Ensuite , 

sin  2x  =  api/ 

sin4r  =  — 9(4p~8p'). 

sin  Sa?  =  ^  (6p  — 3flp3  +  32p*)  Ç  ^^J> 

etc. 

et,  en  général, 

+  -a.  3.  4.  5        ^  -,"*'';  }  f' 


\ 
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A  regard  des  signes  ambigus^  on  prendra  les  signes  supé* 
rieurs  lorsque  m  est  de  la  forme  4^  -j^a^  et  les  inférieurs, 
lorsque  m  est  de  la  forme  4^. 

Enfin  on  aura  aussi^   à  cause  de  p's  i  •—  9* 

1*  Pour  le  cas  de  m  impair^ 

C08  1X  =  p  *\ 

cosSa:  =p(i  — ia<jf*  +  i6ç^)  i 

etc.  j 

et  y  en  général^ 

f          m*— 1    -,   (m» — 0(m»— 9)    . 
cos7na;=p|i J"^?  +        a  .5  .4       ^ 

(^^0  (^^-9)  Cm»-^a5)  ^,   ,  ^^^  1 
a  .  3  .  4  .  S  .  6       '  +''^-r 


Ensuite  ^ 


sm  ix=(/ 
sin  3j7  =  34/  —  4?' 
«in  5a:  =59 — aoç^+iSç^    f   (^> 
.  etc. 

et ,   en  général , 

m  (m* — 1)    , 
sm  mx  =  Tnq  —  — ^^ — — i-  ç' 

a  •  o 

^    a  .  3  .  4  .  5    ^      ®^^' 
a*  Pour  le  cas  de  m  pair, 

cos  ax  =  1  -^  âijf* 
cos  4r  =  1  —  87*  +  87* 
■  cos  6x  =  1  — i8qr*  +4874w-.3a9«  '  ^^^' 
•te. 
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«t,  éii  général, 

a. 3. 4. 5. 6.     ^  +"'"• 

Ensuite 

sin  ax  =  aj[7(/  *\ 

sin  4^  =  p  (47  —  V  )  w  a:^ 

sin  tr  =  /7  ( 6(7  —  32^3+  32^5)   O  Z'  ' 

etc.  y 

et,  en  général, 

t           m(m^''£)   ,  ,  m(m*— 4)(m*— IG)   . 
.mmx=p\mq L_J^^+_L>_Ji^_ -V-ctc. 

J'ai  rapporté  ici  ces  différentes  formules ,  parceque  je  ne 
conn^  aucun  ouvrage  ou  elles  se  trouvent  réunies ,  et  surtout 
parcequ' elles  nous  fourniront  Toccasion  de  faire  plusieurs  re- 
marques qui  pourront  intéresser  les  lecteurs. 

Nous  observerons  d*abord  que  les  formules  des  tables  (>^), 
(  Z?)  ,  (^)  et  (/)  ont  été  trouvées  par  /Tçte,  et  répondent  à 
celles  que  Ton  voit  aux  pages  2^5 ,  2^7  et  23g  de  ses  (Euvres 
imprimées  à  Leyde  en  1646'  Il  faut  seulement  observer  que 
^iete  a  considéré  les  cordes  plutôt  que  les  sinus  ou  cosinus  ;  or 
a  cos±  étant  la  côtide  du  <x)mplém6nt  à  deux  droits ,  de  Fangle 
«a:,  les  quantités  a  tosflx,  âcosSrt  t!t^^ ,  aôront  lei'conJesdes 
complémeiis  dès'âttgtës  dotiblés,  tripler,  etô.  ;  et  la  table  {A) 
deviendra  celle  de 'la 'page  2^5  de  AiVfe,*en  multipliant  tous 
les  termes  pai*  â,  rt  faisant  lî/Jîi^ïiV,  (û/iy=Q,  (2p)3=C, 
etc.,  suivant  sa  notâtîotf.  \  '' 

.  ;      .  ,  r    :  .         .  .  ■ 

A  l'égard  de  la  table  de  la  page  297  .de  Vîete^  elle  donne  le 
rapport  des  cordes  des  arcs  doi^les,  triples,  quadruples,  etc. , 
à  la  corde  de  l'arc  simple  ;  et  le  premier  de  ces  rapports  y  est 
désigné  par  N ,  dont  le  quarré  est  Ç ,  le  cube  C,  etc.  Ainsi  ea 
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prenant  3  sin  x  pour  la  corde  de  Tare  simple  ,  ces  rapports  se^ 

ront  représentés  par  "-^ ,  — : etc.  ;  et  la  table  dont  il 

'^  '^       sinx        smx 

s'agit ,  s'accordera  avec  la  table  (B)  en  faisant  — : =  ap = iV, 

et  divisant  chaque  équation  par  la  première. 

La  table  de  la  page  299  de  F'iete  renferme  les  deux  tables 
{H)  et  ( /) >  en  multipliant  tous  les  termes  de  ces  tables  par 
2 ,  et  faisant  2 (7  =  A^,  ( 2  ç )*==  Q. 

Il  m*a  paru  intéressant  de  montrer  ce  que  P^ete  avait  fait 
sur  l'objet  dont  il  s'agit ,  et  surtout  d'indiquer  lesquelles  des 
formules  connues  pour  la  multiplication  des  angles ,  lui  sont 
dues ,  ce  qu'on  n'avait  pas  encore  fait  ^  que  je  sache  ^  d'une 
manière  tout-â~fait  exacte. 

Au  reste  F'iete  n'a  pas  donné  les  formules  générales  de  ces 
tables  ;  il  a  donné  simplement  le  moyen  de  les  continuer  aussi 
loin  qu'on  voudra ,  en  indiquant  la  loi  des  termes  et  de  leurs 
coeflSciens. 

Dans  les  mêmes  actes  de  Léipsic ,  pour  1701 ,  déjà  cités  plus 
haut ,  Jean  Bernoulli  avait  aussi  donné ,  sans  démonstration , 
une  formule  générale  pour  les  cordes  des  arcs  multiples ,  la- 
quelle revient  à  cellç  de  la  table  (^  )  ,  en  observant  que  aq  est 
la  corde  de  son  complément  à  la  demi-circonférence. 

Ensuite  Jacques  Bernoulli  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  1702  »  deux  formules  pour  les 
cordes  des  arcs  multiples ,  qui  répondent  aux  formules  géné- 
rales des  tables  (H')  et  (/)  y  en  observant  que  %q  étant  la 
corde  de  l'arc  2  j:  ,  et  2/7  la  corde  de  son  complément,  2  sin  mx 
sera  la  corde  de  l'arc  m'^"'''',  et  2  cos  T^nx  la  corde  de  son  com- 
plément. Mais  la  première  de  ces  deux  formules  avait  déjà 
été  donnée  par  Newton  dans  sa  première  lettre  à  Oldemburg , 
imprimée  dans  les  œuvres  de  ÎVallis, 

KnEn  nous  remarquerons  qu'il  n'y  a  que  les  formules  géné^ 
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raies  des  tables  (y^),  (/?),  {H),  (K)  qui  se  trouvent  dans 
l'introduction  d!Euler  (chap.  XIV). 

Mais  toutes  ces  formules  n'ont  été  données  jusqu'ici  que  par 
induction  ,  .ou  bien  en  supposant  que  le  nombre  m  est  un  des 
nombres  de  la  série  i  ,  2,  3,  etc. ,  de  sorte  qu'on  peut  douter 
•i  elles  s'appliquent  à  d'autres  valeurs  de  m. 

De  plus,  si  on  considère  les  formules  des  tables  (u^)  et  (^), 
on  voit  qu'à  la  rigueur  elles  vont  à  l'infini ,  même  lorsque  jn 
est  un  nombre  entier  positif  ;  car  en  faisant  m  =  1 ,  la  pre- 
mière donne 

cosx  =  ;,~^_^-g|^-etc., 

et  la  seconde  donne 

valeurs  qui  soût  évidemment  fausses.  Il  en  sera  de  même  en 
donnant  à  m  d'autres  valeurs  quelconques  entières  et  positives, 
et  tenant  compte  de  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Il  est  vrai  que  par  la  nature  des  tables  (^)  et  fB)  dont 
ces  formules  ne  sont  que  le  terme  général ,  on  ne  doit  j  em- 
ployer que  les  termes  qui  contiennent  des  puissances  posi- 
tives de  p  ;  mais  comme  les  termes  qui  suivent  ne  sont  pas 
nuls,  on  ne  voit  pas,  à  priori,  pourquoi  on  doit  les  rejeter  , 
et  on  voit  moins  encore  ce  que  la  formule  exprimerait  en  ne 
les  rejetant  pas.  Nous  réserverons  le  dénouement  de  ces  dif- 
ficultés pour  la  leçon  suivante. 


/ 
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Suite  de  V Analyse  des  Sections  angulaires  ^  où 
l'on  démontre  les  Formules  générales  des 
Tables  données  dans  la  leçon  précédente. 

JLleprenons  les  expressions  générales  de  cos  mx  et  sin  mx 
données  dans  la  leçon  précédente  *,  faisant  ^ 

cos  a; = p ,  et  parconséquent  sin  a?=^  v^  {i  »—  p*  )^    . 

on  aura 


a  sin  Tnx  1/  —  ï  =  {p  -H  ^/  (p*_i)}«— .  (p— |/(p*--i)}« 

Nous  observerons  d'abord  que  ces  formules  ^ont  toujours 
vraies  ^  quel  que  soit  le  nombre  m^  parcequ  elles  out  été  dé- 
duites de  Téquation  générale 

cos  X ±:  sin  x|/ —  1  =  e^*  V^ "■  * 

élevée  à  la  puissance  m.  Ainsi  les  doutes  qui  pourrid^Qt  rester 
à  cet  égard  disparaissent  ici  entièrement. 

Tout  se  réduit  don({  à  développer  ^  suivant  les  puissances 
de  p,  l'expression 

{p±:V/(p»-0}«. 

Comme  les  quantités  p  +  V/  (p*—  i)  et  p—  ^^  (p*-—  i)  sont 
les  deu2  raciues  de  Téquation 
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3e  ferai  usage  du  théorème  que  f  ai  démontré  dans  la  note  XI 
de  la  Résolution  des  équations  numériques  \  sur  la  somme  des 
puissances  des  racines  des  équations. 

Suivant  ce  théorème^  si  on   a   une  équation  quelconque 

de  la  forme 

u  — a:4-fà:=:o, 

où  X  est  rinconnue ,  la  formule 

„-+(^)>+ (fc2£;y+(5H:^y+«c. 

n'étant  continuée  que  tant  qu'il  j  aura  des  puissances  négatives 
de  u  y  donne  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  la 
puissance-— m;  mais  étant  continuée  à  TinRui,  elle  ne  donne  que 
la  même  poissanèe  de  la  plus  petite  des  racines.  Les  quantités 
f^u  j/^tt,  etc.  sont  le  quarré,  le  cube,  etc.  Aq  fx\  et  les  traits 
appliqués  aux^parentbèses  désignent  les  fonctions  dérivées  des 
fonctions  de  u  renfermées  entre  ces  parenthèses. 

Ainsi ^  dans  notre  cas,  «  on  change  z  en  a:  et  qu'on  di- 
vise l'équation  pa^  ùp ,  coefficient  de  a; ,  elle  deviendra 

ap  *    ap 

laquelle  étant  comparée  à 

u— x+yà7=o, 
donne 

u  ÇK  — .,  et  fx  «= —  ; 


u« 


donc  yi*  es  —  ;  de  tnamèfe  que  la  série  précédente  deviendra 


¥"""  + 


^ 


H^)'+(S1)+-. 
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où  il  faudra  faire  u  ==  — ,  après  avoir  pris  les  fonctions  dé* 

rivées  désignées  par  les  traits  appliqués  aux  crochets.    • 
Or 

(u-^)'  =  —  mu-'"-* , 

(  (iz-"»yii4y  ='(— ma-'^-^^y^rTn  (m— 3)  u-"*^, 

(  (u-«)'u6)"  =  (—  7nu-"»^)"r;=:—  m  (m— 5)  (m  —  4)  u-«+', 

etc. 

Ainsi  la  série  deviendra 

•  -      Ttt       ^.,  ,  m  (m— 3)      .^._ 

m  (m — 4)  (^  —  5)     _„^    -     ^ 
fl.5.8p3 ^«-^  +  etc. 

Faisons  maintenant  u=z  — .  et  Ton  aura  la  série 

m  (m — 4)  (''^•^5)  ,  .N«^e    ,     ^ 
^ ^^ ^  (2p)"»-6  +^tc. 

laquelle  étant  continuée  seulement ,  tant  qu*il  y  aura  des  puis-* 
tances  négatives  de  —  ,  c*est--à--dire  ,  des  puissances  positive» 
de  flp ,  exprimera  la  valeur  de 

{p+VQ^-  O}-"  +  {p  -t^Cp'  -  0)-", 

ce  qui  est  la  mtême  chose  que  la  valeur  de 

{p  +  i/(p*— i)}"  +  {p  —  I/O»' — i)}", 

à  cause  de 

{p +^^(p*~o]x  {p-i/ (/>>- i)}=i. 

Ainsi 


Ainsi  ^  dans  cet  état,  la  série  dont  il  s'agit  donnera  la  valeur 
de  a  ces  mx ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  table  (^A). 

Mais  si  on  continue  la  sérié  à  l'infini ,  alors  elle  ne  don-^ 
liera  que  la  valeur  de 

puisque  p  — *  l/  (p*—  i)  est  la  plus  petite  des  deux  racines  i 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  »  elle  donnera  la  valeur  de 

Pour  nous  convaincre  en  elFet  que  la  série  précédente  prisa 
dans  toute  son  étendue,  n'est  que  le  développement  de  cette 
quantité,  nous  allons  chercher  ce  développement  par  und 
marche  directe ,  ce  qui  servira  d'exemple  de  la  manière  d'em-*, 
ployer  les  fonctions  dérivées  dans  ces  sortes  de  recherches. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  développer  l'expression 

dans  une  série  descendante  de  la  forme 

Jpin  ^  £pm^i  ^  Cp""^  +  Dp^T^  +  etc  ï 

81  on  divise    de    part   et  d'autre   par   p"*,   et   qu'on  fasse 

1 

'-=«,  on  aura 

P 

1 1  4, 1/ (i  —  a»)}»n  _  ^  ^  jgaj  4.  Ca*+I>a^  +  etc.^ 

où  l'on  voit  que  la  série   ne   peut  avoir  que  des  puissances 
paires  des. 

Ainsi  ,  en  faisant  u  ;=  s* ,  On  aura  la  fonction 

{1+1/(1-")}"* 
à  développer  suivant  les  puissances  de  lii  * 
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Donc,  par  la  formule  générale  donnée  à  la  En  de  k  leçon  IX, 

ti  on  fait 

/tt={i  +  I^(i-u)}-, 

on  aura 


n» 


où/,  f^  f ,   «>nt  les  Taleure  de  fuy  fu,  fu,  etc.,  lors- 
que tt  =  G  et  fiirment  ici  les  coefficiens  A^  C,etc. 

Ainsi  on  trouvera  d'abord /rrrc"*;  ensuite  on  aura 

J  =""3"^  1/(1— «) 

et  de  là , 

et  ainsi  -de  suite. 

On  peut  de  cette  manière  avoir  successivement  tous  les 
coefficiens  de  la  série;  mais  on  n'en  aura  pas  la  loi,  ce  qni 
est  le  plus  essentiel. 

Pour  la  trouver  d*une  manière  générale ,  je  reprends  la'for^ 
mule  en  p  et  je  la  suppose  égale  à^,  ce  qui  me  donne 
l'équation 

j^  =  {p+l/(p»— 1)}»». 

Je  remarque  maintenant  qu'un  des  principaux  avantage» 
des  fonctions  dérivées  est  de  pouvoir  faire'  disparaître  dans 
les  équations  les  puissances  et  les  radicaux.  £n  effet ,  en  pre- 
nant les  fonctions  dérivées  par  rapport  a  p  et  regardant  y 
comme  fonction  de  p,  on  a 

oette  équation  divisée  par  l'équation  primitive^  donne 
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y         m 
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Bnultipliant  en  croix  et  qaarritnt  ^  oa  aura 

y^O*— i)=iny. 

Prenant  âe  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  p^ 
on  obtiendra 

^y'f  (P*  — 0  +  2y>  =  ^m^yy\ 

d'où ,  en  divisant  par  aj/,  résulte  cette  é^ation  du  second 
ordre  en  j^  et  p  , 

"^ty— /y— (p*— oy=<>, 

laquelle  étant ^  comme  l'on  voit,  linéaire  par  rapport  à  y; 
et  dégagée  de  radicaux^  est  très-propre  au  développement 
de  y  en  série. 

En  eifet^  il  n*j  a  qu'à  s\ibstitaer  pour  y  la  série 

et  parconséquent  pour  y 

m^p"-' +(m^i)  iJp**^  +(ni— a)  Cp^"^  +  etc.; 
et  poury 

m  (m— i)  Af'^  +  ("»— 0  C''»— •)  -^p""^  +  etc.' 
Ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  p ,  on  aura 

^m*A -^mA  -^^  m  (m  —  i)  A^p*^ 
+  [m'B  — (m— i)  ^  —  (m  —  i)  (m—  a)  B}  p"»-» 

+  (zn^C— (7»— a)  C— (m— a)  (m— 3)  C) 

+  m  (m — i)  Ay 
+  [m-D'-(pi-S)  D—im^5)(m^4)DJ 

+  (m— i)  (lîi— 2)i?^^ 

-f-  etc, , =0»' 

a 


< 
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Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment 
de  p,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  terme. 

Le  coefficient  de  p^  disparaissant  de  lui-même^  c'est  une 
marque  que  le  coefficient  j4  demeure  indéteitninéi. 

Le  coefficient  de  p"*"**  se  réduit  à  nr^B  —  (wi  —  i)*J? ,  qui 
ne  peut  devenir  nul  à  moins  de  faire  Bz=zo.  Or  B  étant  nul, 
il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  p"*""*,  p"'"*^  ©ûî.  ne 
pourront  aussi  devenir  nuls  qu*en  faisant  D=ô^  F=o  ^  etc. 

Maintenant  le  coefficient  de  p"*~*  se  réduit  à 

0 

I 

m^C—Çm  —  a)»  O  +  m  (m—  i)A; 
celui  de  p"*"^  se  réduit  de  même  à 

et  ainsi  des  autres. 

On  aura  donc^  en  réduisant^  les  équations    i  -   - 

4  (m^— i)  C  +  m(7n— i)       ^  =  o, 
8  (m— 2)  E  +  (zn— a)  (m— 3)  C=:o, 
la  (jnr^)  G+  (zn — ^)  (m-^5)  i&=o,    -       v 

etc.. 


.  j 


lesquelles  donnent  la  loi  suivant  laquelle  les  coefficiens  A ,  C^ 
£ ,  G ,  çtc.  dépendent  les  uns  des  autres. 

On  tire  de  ces  équations 

p (m  — 5)  C_m(m  — 5)./^ 

8         ~        4.8       V 

^  _       (m— 4)  (771—5)  £:        •   m  (m— 4)  (m— 5)y/ 
ia(m^3)  4.8.1a  • 

etc. 


I 
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Or  nojis  avons  vu  que  le  premier  coefiicient  A  est  égal  à  a"; 
lînsi  on  aura  ce  développémeat 

{p+|/(P*-0)-=(3p)"-m(ap)'»-+î:ii^:^  («P) 


qui  s'accorde  avec  la  série  trouvée  ci-dessus. 

Cherchons  de  même  le  développement  de  {p-^l/  (p* — i^}*- 
Comme  cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  venons 
de  traiter  que  par  le  signe  du  radical  ^  lequel  ne  se  trouve  plua 
dans  réquation  dérivée  en  y  dont  nous  avons  fait  usage  ^  il 
s'ensuit  que  la  même  formule  que  nous  venons  d'obtenir  ^ 
pourra  encore  s'appliquer  à  ce  développement.  Il  faut  seu- 
lement remarquer  que  comme  les  premiers  termes  du  radi^ 

cal  v/  (/)*— i)  sont  p»^ f-  etc. ,  le  premier  terme  du  dé- 

r 

veloppement  dont  il  s'agit,  sera  ■  ',  de  sorte  qu'ici  il  fau- 

dra prendre  m  négativement;  et  comme  l'équation  dérivée  en 
y  ne  contient  que  m*,  on  aura  nécessairement  la  même  série 
en  y  changeant  seulement  m  en— -m,  ce  qui  suit  d'ailleurs 
aussi  de  ce  que 

on  aura  donc 


+  "'('"+4H'n+5)  (,p)-«-«^  ,te. 


Si  maintenant  on  réunit  ces  deux  séries ,  on  aura  la  valeur 
de  a  cos  mx  \  donc 
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d  009  mx  Sa  (ap)"*  —  m  (ap)"'-*  +  ■  (ap) 

m  (m  — 4)  (m->>5)  .^  .„^   ,     .^ 

Cest  le  développement  complet  de  a  cos  ma;  en  puissancet 
de  CÔ5  X ,  ponr  une  valeur  quelconque  de  m. 

Si  maintenant  on  fait  ici  mss  i ,  on  a 


lia 
C08x=:p—  ---— -j-._~-j_  etc. 
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+  4z+  ' 


^+76i?+64?+*^-* 


oà  TôH  voit  qua  les  deux  sMes  se  réduisent    au  pr^uSer 
terme  p. 

En  donnant  à  m  d'autres  valifcufs  entières  et  positives  qneI-« 
conques ,  on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série  qui  cou^ 
tient  les  puissances  négatives  de  p ,  servira  à  détmire  dans  la 
première  série  tous  les  termes  qui  contiendront  ces  mêmes 
puissances  ;  c'est  ce  qu'un  peut  démontrer  en  général  par  la 
loi  même  des  deux  séries  ;  de  sorte  que  le  résultat  se  réduira 
aux  seuls  termes  de  la  première  qui  contiennent  des  puissances 
positives  de  p*  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans  cette  séria 
que  les  termes  où  p  est  élevée  à  une  puissance  positive ,  ou 
nulle ,  comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut  à  priori. 

Mais  lorsqu'on  donne  à  m  une  valeur  fractionnaire  quel* 
cnnque,  les  deu^t  séries  ne  se  détruisent  plus ,  et  leur  réunion 
est  nécessaire  .pour  avoir  la  valeur  complète  de  a  C05  mr^ 
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En  prenant  la  diiFérence  des  deux  séries  an  lieu  de  lenr 
somme  >  on  aurait  la  Taleiir  de  sin  mx  |/  — -  i  ;  mais  sin  mon 
serait  exprimé  de  cette  manière  par  des  séries  infinies  et  ima* 
ginairas.  Pour  «voir  une  expression  réelle,  il  suffit  de  conâ* 
dérer  que  la  fonction  dérivée  de  cos  mx  est  •—  m  sin  mx ,  et 
que  celle  de  p  est  «— f ,  puisque 

p  =  cos  X,  et  9  =  sin  x; 

de  manière  qu'en  prenant  les  fonctions  dérivées  des  série» 
trouvées  pour  cos  mx,  on  aura  siur-le-champ ,  en  changeant 
les  signes  et  divisant  par  am^ 

sin  mx  =  {(ap)"»""*-^  (m— a)  (ap)"*""^ 

,    (m — 3)  (m— 4)  ,    >«,  *  1 

+  ^ —^ ^  (a/j)"»-» _  etc.}  q 


—  {(flp)-~-"  +  (ni  +  a)  i^pr^^ 

,    (m+3)(m+4)A     N  «^n  *  1 

+  ^     /^  ^^ ^  (ap)-"»-"5-f  etc.)  q: 

Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie  ,  lorsque 
m  est  un  nombre  entier,  par  la  destruction  mutuelle  des  termes 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  de  p;  de  sorte 
que  771  étant  un  nombre  positif  entier,  il  suffira  de  prendre 
dans  la  première  série  les  termes  qui  contiendront  des 
puissances  positives  dep;  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de 
la  table  (/?). 

Lorsque  tti  est  un  nombre  fractionnaire ,  les  deux  séries  vont 
âriflfini,  et  jointes  ensemble,  elles  donnent  la  vraie  valeur 
de  sin  mjc ,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de 
cos  X,  comme  cela  a  lieu  pour  la  valeur  de  cos  mac. 

Euler  a  le  premier  reconnu  cette  espèce  d'imperfection  des 
formules  connues  des  tables  (A)  et  (^)  \  il  a  fait  voir ,  par 
une  analyse  à-peu-près  semblable  à  celle  que  nous  venons  de 
dotmer,  que  ces  formules,  pour  être  généndes  et  applicable» 

4 


|S6  C  A  L  C  V  t 

à  des  valeurs  quelconques  de  m,  doiTent  être  complétées  par 
des  formules  semblables  où  Texposant  m  est  négatif. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  détail  pour  l'instruction  des 
jeunes  analystes ,  et  surtout  pour  montrer  que  si  l'analyse  pa-' 
raît  quelquefois  en  défaut,  c'est  toujours  faute  de  l'envisager 
d'une  manière  assez  étendue  et  de  la  traiter  avec  toute  I^ 
généralité  dont  elle  est  susceptible.  (Voyez  le  tome  IX  de^ 
tfova  Acta  de  l'académie  de  Pétersbourg.) 

]N^ous  venons  de  développer  les  expressions 

fuivant  les  puissances  descendantes  de  p  ;  on  peut  de  même 
et  par  le  moyen  de  la  même  équation  dérivée  en  ^ ,  les  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  de  p ,  ce  qui 
nous  donnera  les  formules  des  tables  (C),  (Z)),  (j&),  (F),  et 
pourra  même  servir  à  les  compléter  pour  toutes  les  valeurs 
de  m. 

Supposons  donc  en  général 

j^  =  ^+ ^p  +  Cp* +!>/)»  + etc. 

Çubstituant  dans  la  même  équation,  et  ordonnant  suivant 
1^9  puissa^ces  de  p^  on  aura 

^  (jrt^B  —  iB  +  st.ZD) p 

+  (m»C— flC-f  3.4JE:—  flC)  p* 

-f  (m^D^SD  +  4.5F  —  2. 3Z))  p* 

J+.  (m^E'-4E  +  5.6G~3.4£)  p^ 
etc. 

Elgalant  donc  à  zéro  chacun  des  çoei&ciens  des  pui999JQce% 
êie  p^  on  aura^^  en  réduisant;, 


=  0,; 
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m^A  -f-aC  =0, 
(m*—  i)  j5  +  a.3Z>  =  o, 
(m»—  4)C4-3.4.E:  =  o, 
(m*  —  9)  Z>  +  4.5F  =  o, 
(7ii«— iG)£  +  5.6G=xo, 
etc.; 

d'où  Ton    tire^   en  substituant  successivement   les    valeurs 
précédentes^ 

r  -       '^^^^ 
c-         ^, 

(fn--  1)  B  . 
^- 53-"' 

^—        ^X4       • 

ii.3.4.5 

G——  m^  (y^^  — 4)  (m*—  16)  A 
"^  â. 3. 4*5, 6  * 

etc. 

Les  coeIRciens  A  et  B  étant  restés  indéterminés ,  il  fau- 
dra les  déterminer  par  la  nature  de  la  fonction  y^  Or  il  est 
visible  qu'on  a 

A- y  et  B:=y, 
en  faisant />=o.  Ainsi,  puisque  la  fonction j'  est  égale  à 

{p+Cl/p'-x)}"*, 
on  aura  d'abord  ^  en  faisant  pr=o. 
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Ensuite  en  faisant  p  =  o  dans  la  fonction  dérivée  j/  trouvée 
ci-dessus  ^  on  aura 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  A  eX  B  y  on  aum  le  déve- 
loppement de  l'expression 

Pour  avoir  celui  de  Texpression 

il  n*y  aura  qu'à  prendre  le  radical  v^  (p*  —  i)  en  moins  ;  mais 
(^mme  ce  radical  n'entre  plus  dans  l'équation  dérivée  en  y 
par  laquelle  nous  avons  déterminé  les  coefficiens  de  la  série, 
il  s'ensuit  qu'on  aura  la  même  série  pour  cette  dernière  ex- 
pression que  pour  la  première  >  aux  coelKciens  A  et  B  près , 
qui  pourront  être  diiférens  ;  et  on  trouvera  ici  par  le  même 
procédé  y 

A  =  (— |/—  0"*  et  B  =m(— V/—  i  )"^'. 

Donc^  puisque  la  somme  de  ces  deux  eTqpressions  donne  la 
valeur  de  a  cos  inx ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut ,  on  aura 
cette  valeur  en  substituant  dans  la  série  u^  -}-  ^p+  6p*  -f-«*c. , 
à  la  place  de  ^^  et  ^ ,  la  somme  des  deux  valeurs  qu'on  vient 
de  trouver  y  c'est-à-dire ,  en  faisant 

d'où  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier 
impair ,  on  aura  Az=:o,  B  z=z  do.  zm,  et  lorsque  m  sera  pair  ^ 
on  aura -^  =  ±12,  5=: o. 

Mais  pour  avoir  les  valeurs  de  ^  et  ^  dégagées  d'imagi-* 
naires  pour  toutes  les  valeurs  de  m  ^  il  n'y  a  qu'à  employer 
la  fonauk  générale 
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I 

1 

(cos  a:  -f-  sin  a;  |/-*-  i)**  =  cos  mx  +  sin  mx  i/  —  i , 

et  y  supposer  x  égal  à  Vangle  droit,  c^  alors  cos  a:=:o  et 
fiia  or  =  1  ;  amsi  en  adoptant  l'angle  droit  pour  Tunité  de* 
angles,  et  prenant  le  radical  [/— i  en  +  et  en  ^—,  on  aura 

(  ±  |/— i)"'=i=  cos  mdbsinm^/ — i , 

et  les  valeurs  de  ^  et  ^  deviendraient 

^=z=acosin,  i^  =3  52771  cos  (m  —  i). 

On  aura  donc  en  généra)^  pour  un  nombre  quelconque  m, 

co6mx=ji—  —  P  +"  -^^ -^ 


m'' Cm* — , 


a.3.4.5.6        f^^  '"•  S 


cos  m 


Tel  est  le  développement  complet  de  cos  mx  en  série  as- 
cendante de  p  ou  cos  X,  On  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier ,  il  y  a  toujours  une  des  deux  séries  partielles  qui  se 
termine ,  et  que  l'autre  qui  irait  à  l'infini ,  disparait  parce- 
qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  m 
ou  cos  (tti-^i)  ,  qui  devient  nul.  On  a  alors  l'une  ou  Vautre 
des  tables  (6*)  et  (£1).  Mais  lorsque  7»  est  une  fraction  quel- 
conque ,  les  deux  séries  vont  à  l'infini^  et  leur  réunion  est 
nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  mx,  ce  que 
personne  ,  ce  me  semble ,  n'avait  encore  observé. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées^  comme  on  a  fait  plua 
haut ,  pour  déduire  la  valeur  de  sin  mx  de  Celle  de  cos  mx  y 
on  ^urà  aussi  ^  à  causç  étp'  z^z^^q^ 


l^b  CALCUL 


lin  mx 


•^""'•Ti^g~'^V-..c.}, 
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+ 


C  m*  — 1 

)' — — 


+  ^ 1X4 — ^P^— «*^-  ^  ?  ^^»  ("*—  0 

pour  le  développement  complet  de  sin  mx,  quel  que  soit  m; 
où  Ton  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier ,  on  a  les  for- 
mules des  tables  (Z>)  et  (F). 

Il  nous  reste  à  considérer  encore  les  déreloppemens  de 
cos  mx  et  sin  ttuç,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  (7  > 
conformément  aux  tables  (G),  {H),  (/),  {K). 

Pour  cela  nous  remarquerons  d*abord  qu'en  faisant  nnx=iq, 
on  a  cos  x=  1/(1— ^),  et  les  expressions  générales  d% 
cos  mx  et  sin  mx  deviennent 

a  cosmx  ={v^(i — (f)  +  qV — 1}"* 

a  sin  Tnop  i/— I  ={  |/ (  1  — 9*) +9  V/— 1  }"• 

-{l/(i-9*)-9I/-i}'«.  j 


Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  formules 

en  puissances  ascendantes  de  q. 
Faisons 

on  aura ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  17  ; 
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_ m]/— 1 X  Cv/(t— g*)  +  g  V—iT 

Divisant  cette  équation  par  l'équation  primitive,  on  a 

z' m]/ — 1 

'£  —  K(i— 9*)  ' 

multipliant  en  croix  et  quarrant ,  on  aura 

a'*  (i— </*)  =  — mV. 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  et  divisant  par  22', 
en  obtiendra  cette  équation  du  second  ordre  en  s^ 


•  \    •  t . 


m*z  —  qz'  —  (9*-?-i)  a''  =  o, 

qui  esty~  comme  l'on  voit,  éntièrelnent  semblable  à  Téqua-* 
tion  enj^  etp  trouvée  plus^ljiaut. 

Ainsi,  en  supposant 

z  =:  A^Bq  +  C9»  +  Z>fl'  +  etc  ,| 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  des  coefiiciens;  mais  comme 
les  deux  premiers  vi, et  j9  demeurent  indéterminés,  ils  pour- 
ront être  différens  à  raison  de  la  diversité  des  fonctions  jf  et  z 
en  p  et  en  q. 

Pour  trouver  ici  ces  deux  coemciens,  ce  qîilil  y  a  de  plus 
(simple,  c'est  de  chercher  par  le  développement  actuel  le» 
deux  premiers  termes  de  la  série.    Or ,  puisque  p/(i— 9*) 

donne 
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1  -^  2-  4-  etc. , 
d  est  évident  que  Ie«  deux  premiers  termes  de 

sont  1  +  mq^ — i  ;  ainsi  on  aura 
Le  développement  de 

sera  le  même  en  changeant  seulement  f/' — i  en— |/— i; 
ainsi  on  aura  relativement  à  ce  développement  " 

^=1  et  j&=— mj/— 1. 

Donc  pour  avoir  la  somme  des  deux  développemens  ^  il  n*y 
aura  qu'à  prendre  pour  A  et  pour  B  la  soinme  des  deux  va- 
leurs correspondantes^  ce  qui  donne  ^;=a^^=^o. 

Et  pour  avoir  ladifFérence  des  mêmes  développemens^  on 
prendra  la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  A  ^  B , 
ee  qui  donnera 

^  =  0 ,      j5  =  am  \/ —  1 . 

Faisant  ces  substitutions ,  on  aura  donc  ^  en  divisant  par  a 
•t  par  a  v^—  i , 

^^^=^~^ +"TXr^^       a.5  4.5.6       ?^+^^^- 
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Ces  formules  soBt^  comme  Von  volt,  les  mêmes  que  celles 
des  tables  (/)  et  (H)  ;  mais  par  la  manière  dont  nous  venons 
de  les  trouver,  on  voit  en  même  temps  quelles  sont  générales 
pour  des  valeurs  quelconques  de  m.  Cependant,  comme  la  pre- 
mière ne  se  termine  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier  pair , 
et  que  la  seconde  ne  se  termine  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  impair ,  elles  ne  peuvent  servir  pour  la  section  des  angles 
que  dans  ces  cas  \  mais  on  peut,  en  prenant  les  fonctions  dérivées, 
comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus ,  déduire  de  ces  mêmes  for- 
mules d'autres  formules  qui  se  termineront  justement  dans  les 
cas  où  celles-ci  vont  à  Tinfini.  Pour  cela  ,  on  se  rappellera  que 
les  fonctions  dérivées  de  cos  mx  et  sinmxsont — msin  Tiucret 
m  cos  mx,  et  que  celles  dep  etq  sont  — q  et  p  ;  de  sorte  que  les 
deux  équations  fourniront ,  par  la  dérivation ,  ces  deux-ci  : 


smmx 


COSTTU: 


qui  répondent,  comme  Ton  voit,  aux  formules  des  tables  {K^ 
et  (G) ,  et  qui  sont  parconséquent  aussi  générales  pour  des 
valeurs  quelconques  de   m.  Ainsi  toutes  les  formules  de  cet . 
différentes  tables^  sont  démontrées  d'une  manière  générale. 

Le  théorème  de  Cotes  est  si  intimement  lié  à  la  théo- 
rie des  sections  angulaires,  que  nous  ne  pouvons  nous  dis^ 
penser  d'en  dire  un  mot  ici. 

On  ignore  comment  Cotes  Va.  trouvé,  et  on  en  a  donné 
après  sa  mort  différentes  démonstrations  plus  ou  moins  simples, 
et  même  plus  ou  moins-rigoureuses.  Sans  avoir  recours  aux 
expressions  imaginaires  comme  on  le  fait  ccHumunément ,  on 
peut  le  déduire  directement  des  formules  même  données  par 
f^iete  y  qiie  nous  avons  rapportées  dans  la  table  {A)  \  et  il 
9.sX  vraisemblable  que  c'est  ainsi  que  Cotes  y  est  parvenu. 

En  effet ,  si  on  multiplie  ces  formules  par  a  et  qu'on  y  sup^ 
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pose  p  :=iy  -|-  -  ^  elles  se  réduisent  à  cette  foîme  simple 

a  cos  ix=  y  A —  , 

y 

â  cos  ax  =  y*  -I — - , 

a  cos  3a:=y  +  «j, 

a  cos  4x=j^+  îj,  • 
etc.  ; 
d'où  il  est  facile  de  conclure  en  général 

acosma;=j^~  +  — . 

Pour  se  convaincre  d'une  manière  plus  directe  de  la  gé« 
néralité  de  cette  formule ,  il  sui&t  de  considérer  que  si  dans 
réquation 

a  cos  X  cosmJt:=3Cos(7n— i)  x  +  côs(m-f'i)  x, 
on  fait 

.  acosa;=j^  +  -> 

et  qu'on  suppose  que  deux  termes  consécutifs  acos(jFi— i)x, 
et  a  cos  77107  soient  de  la  forme 

yw— >4,  et    y"* -4 . 

elle  donnera 

a  cos  (m+Oa:=(V  +^)  (y^+jj;?)  -  (y"*"'  +3^.) 

—  v"*"^*  A ^ 

Ainsi 
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Ainsi ,  pourvu  que  les  deux  premiers   termesiTâ  sos  qx.   et . 
a  cos  X  soieût  de  la  forme  y*+  -;j,  enfasanft'7n=coetm=i, 

y  ....... 

ce  qui  est  en  effet  ^  tous  les  autres  seront  nécessairement  dt 
la  même  forme. 

Maintenant  les  delix  équations 


a  C08  o;  =  j^  -f-  -     et    a  cos  mx  -zriy^  +  — 

y  r    ...  J'    :' . 

doMnent   ces  deux-ci  : 

y*  —  2y  cos X  +  1  =  o,y^  —  ajjr"' cos"*  ac -f- 1  =o 

qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même    tems  -,   parconséquent 
il  faut  qu'elles  aient  une  racine  commune.  - 

Ce  dernier  théorème  a  été  donné  par  Moivre ,  sans  démons- 
tration dans  les  Transactions  philosophiques  de  172a,  année 
où  a  paru  YHarmonia  mensurarum  de  Cotes  qui  était  mort 
six  ans  auparavant. 

Soit  maintenant  a  la  racine  commune  à  ces  deux  équa- 
tions ;  comme  elles  demeurent  les  mêmes  en  y  changeant  j^  en 

-,  il  s'ensuit  aue  -  sera  encore  une  racine  commune  aux  mêmes 

y  .,      . 

équations  ;  mais  l'équation  j^  —  a  cos  x  +  1  =  o  n'étant  que 
du  second  degré  ^  ne  peut  avoir  que  les  deux  racines  a  et  -; 

et 

donc  cette  équation  a  toutes    ses  racines    communes  avec 
j*'»  —  aym  cos  mx  +  1=0;  parconséquent  elle   est  néces- 
sairement un  diviseur  de  celle-ci. 
Soit 

mx  =:.3i,  donc  x  •=^  — :< 

m 

il  suit   de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  la  formula 

yom r^ym  cos  <f)  +  1 

a|iour  diviseur  celle-ci 

y*-ayco8—  +1.; 
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m  étant  im  nombre  quelconque  entier. 

Or  si  c  est  la  circonférence  ou  Tangle  de  quatre  droits; 
on  sait  que  cos  9  =  cos  (ç+ ne) ,  n  étant  un  nombre  quelconque 
entier  ;  ainsi  en  mettant  (?)  +  ne  à  la  place  de  (p ,  et  faisant 
successivement  n  =  o,  1 ,  a,  etc.  m  —  1 ,  on  en  conclura  qu« 
la  formule 

y%m ^yit  cos  ^  -f   1 

a  pour  diviseur  les  m  formules  suivantes  : 

V*  —  12  cos  —  V  +  1 
•/  m  '^ 

etc/ 

.                 /o   ,   m  — 1    \       ,  . 
y*  — a  cos  ( cJv+i. 

De  sorte  que  comme  ces  diviseurs  sont  tous  différens  entr'eux 
et  qu'ils  sont  au  nombre  de  m ,  la  formule  en  question  du 
a/n^"*'  degré  ,  ne  peut  être  que  le  produit  de  ces  m  formules 
du  second  degré. 

Le  théorème  de  Cotes  n'est ,  comme  Ton  sait ,  qu'un  caf 
particulier  de  ce  théorème    général ,  lorsqu'on  y  fait  4>=o 

ou  ç  =  -  ^  ce  qui  donne  cos  <p  =.db  1 ,  et  réduit  la  formule 

générale  à 

Le  théorème  général  est  du  à  Moivre ,  comme  on  le  voit 
par  ces  Miscellanea  analytica. 

Jusqu'ici  nous  avons  développé  les  cosinus  et  les  sinus  det 
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imgles  multiples  en  puissances  des  cosinus  ou  des  sinus  de 
Fangle  simple.  On  peut  chercher  réciproquement  à  développer 
les  puissances  des  cosinus  ou  sinus  de  Tangle  simple  en  cosinus 
ou  sinus  des  angles  multiples,  et  cette  transformation ,  qui  est 
toujours  possible ,  est  un  des  plus  grands  ayantages  dt  Tal- 
gorithme  des  sinus  et  cosinus ,  par  la  facilité  qu'elle  donne 
de  passer  des  fonctions  primitives  aux  fonctions  dérivées ,  et 
de  revenir  de  celles-ci  aux  primitives. 

Nous  pourrions  la  déduire  des  formules  trouvées  ci-dessus; 
mais  nous  aimons  mieux  la  chercher  directement  par  le  mayen 
des  fonctions  dérivées ,  pour  donner  un  nouvel  exemple  de 
leur  usage  dans  la  transformation  des  fonctions. 

Considérons  la  puissance  cos"*  Xy  et  supposons  cette  fonction 
de  X  égale  ky^  nous  aurons  ainsi 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  x ,  il  viendiÀ 

y  = —  m  cos"*^*  x%mx\ 

cette  équation ,  divisée  par  la  précédente ,  donne 


t— 


msm  X 


y  cosac 

d*où  Ton  tire  en  réduisant 

ny  sin  x  +3^  cos  x  =  O , 


J7l< 


équation  dérivée    du  premier    ordre ,   qui   a  Tavantage    de 
ne  plus  contenir  la  puissance  indéterminée  de  cosa;. 

Supposons  maintenant ,  en  général, 

% 

^  =  ^  cos  nx  +  i>  cos  (zi—  1  )  X  +  C  cos  (  n  — «  â )  x 

+  D  cos  (  »  —  3  )  X  -+•  etc.  ; 
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les  coefficieni  A  ^  B  ^  C,   etc.  étant  indéterminés  ainsi  que 
71.  L'équation  précédente  deviendra  par  cette  substitution 

m{AcoBnX'^Bcos  (  n—  i  )  a:  +  Ccos  (n — a)  a?  +  etc. }  sin  x 
•fn-^sinnx+Cn— i)j58in(/i— i)aE>|-(/i — ^a)Csin(/i'— a)a?+ctc.}co8ac= 

«avoir,  en   développant  les   produits  des  sinus   et  cosinus, 
et  ordonnant  les  termes  suivant  les  sinus  multiples  : 

-f-  []m^— n^]sin(n-f-i)x 

-f-T'îi^— (» — \)B}3mnx 

+ ([m  C-^mA—^n^^a,)  C— n^sin(7i— i  )  x 

+[mD— mj5— (/i— 3)D— (n— 1  )i?]8in  (n— a)x    '^  =  o- 

+ [ttijE:— mC— (fi— 4)£— (n— a)  C]sin  (n— 3)x , 

-f-etc. 

Égalant  donc  à  zéro  chacun  dt  coefliciens  de  ces  différeni 
termes^  on  aura 

(m  — ii)>#'ï=o, 

(m — 71+1  )Bz=o, 

(m  —  n  +  a)  C  —  (m  +  /i)^  =  o, 

(m  — »+3)Z>  — (m  +  ft  — i)^  =  o, 
(m  —  jri4.4:)£ — (m  +  n  —  a)  C=o, 

etc. 

La  première  donne  d'abord  nz=:m,  et  substituant  cette 
valeur^  les  autres  deviennent 

B  =  o 
aC  —  am  Az=.o 

4£  —  (2m  —  a)  C  =  o, 
etc. 
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Ainsi  le  premier  coefficient  A  demeure  indéterminé  ;  ensuite 
en  a 

E-.-^C 
etc.  : 


donc 


Eflsuite, 


^=0,  D=:o,  F=o,  etc. 
Cz=imA 

^       m  (m — 1)  (fw—a)    . 
G=- j-^ A, 

etc. 
On  a  donc  en  général  ^  quel  que  soit  Fexposant  m , 


cos*" 


jn=^/coim3;+mco8(yn-fl)a?^"  coa(m^4)^4'^^^'  f 

Il  reste  à  déterminer  le  coefficient  A  ;  pour  cela  suppo- 
sant xzzzo,  on  obtient 

vV     I       j  m(7n^— 1)    ,  m  (m — 1)  (/n^— 2)    ,     .     ï 
i=Ay  +  m+    ^^      '+-^ ^ ^+ctc.J 

=  Aii  +  iyT=:2'^A; 


d'où  Ton  tire 
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Donc  enfin  y  en  multipliant  toute  Féqpation  par  a"*,   on 
aura 

(aco8a:)'"=:co57na:+mco8(ni — a)»-) — ^ co8(m-4)x+etc. , 

série  fort  simple  qui  se  termine  toujours  comme  celle  du  bi- 
nôme ,  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif. 

On  peut  déduire  de  cette  formule  un  pareil  développement 
pour  fin'**  X,  en  changeant  simplement  x  en  i— x,  'Fangle 
droit  étant  pris  pour  Tunité  des  angles. 

Ainsi  on  aura  de  même 

(a  sinx)"'=co8  m(i  — x)  -f-  mcos  (m— a)  (i  — x) 

.    TnCm — i)        ,  ..    ,  -    .   " 

+    ■        cos  (m— 4)  (i — x)+  etc. 

Nous  venons  de  donner  une  théorie  complète  des  sections 
angulaires^  et  nous  avons  en  même  temps  montré  par  dilfé- 
rens  exemples,  combien  Talgorithme  des  fonctions  dérivées 
est  utile  pour  la  transformation  des  fonctions ,  en  faisant  dis- 
paraître des  équations  les  puissances  et  les  radicaux  qui  rendent 
les  développemens  difficiles  et  font  perdre  la  loi  et  la  dé- 
pendance mutuelle  des  termes. 

On  voit  que  tout  se  réduit  à  former  d'abord  des  équations 
dérivées  d'après  l'équation  ou  les  équations  primitives  don- 
nées, et  à  déduire  ensuite  de  ces  équations  dérivées  d'autres 
équations  primitives ,  qui  seront  les  transformées  des  pre- 
mières. Il  est  donc  important  de  bien  connaître  la  théorie  de 
ces  équations,  et  de  se  rendre*|familier8  les  diflférens  arti- 
fices qui  peuvent  en  faciliter  le  calcul. 

Commwiçons  par  exposer  les  principes  généraux  de  cette 
théorie. 
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LEÇON     DOUZIÈME. 

.  »        •     j  .... 

[Théorie  géi^érale  des  équations  dérivées^  et  des 

constantes  arbitraires* 

-Ll  ous  ato&8  déjà  démoûtré  que  toute  équation  entre  deux 
variables  ,  par  laquelle  Tune  de  cei  yariables  e»t  fonction 
de  l'autre  ,  subsiste  également  en  prenant  le»  fonctions  dé- 
rivées, premières,  secondes,  etc,  de  chaque  terme  de  Téqua- 
tion  par  rapport  à  Tune  de  ces  variables. 

Ces  équations  dérivées  ayant  lieu  en  même  temps  (Jue 
l'équation  primitive ,  il  s'enstiit  qu'une  combinaison  quelconqu'e 
de  ces  différentes  équations  aura  lieu  aussi.  Donc,  comme 
les  constantes  qui  entrent  dans  une  fonction ,  restent  les  mêmes 
dans  ses  fonctions  dérivées,  on  pourra  toujours,  par  le  moyen 
des  équations  dérivées ,  éliminer  autant  de  constantes  de  Té- 
quatioA  primitive  qu  on  aura  d'équations  dérivées  *,  inéquation 
résultante  de  cette  élimination  sera  une  équation  du  mêniB 
ordre  que  la  plus  haute  des  équations  dérivées^  'laquelle 
aéra  vraie  en  mêm?  tenlps^  qu^  l'équation  primitive  et  pourra 
par  conséquent  en  tenir  Heu;  elle  renfermera, autant  de  cons- 
tantes de  moins  que  l'exposant  de  son  ordre  contiendra  d'unités. 

Ainsi  l'équation  primitive^  combinée  avec  son  ;.^fuation 
dérivée  ou  prime,  pourra  donner  une  équation  du  premier 
ordre  contenant  une  constante  de  moins  que  l'équation 
primitive. 

L'équation  primitive  combinée  avec  les  équations  dérivées , 
prime  et  seconde,  donnera  une  équation  du  second  ordre 
contenant  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive, 
et  ainsi  de  suite. 
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On  ne  peut  parvenir  que  d'une  seule  manière  à  Téquation 
du  premier  ordre  qui  résulte  de  l'équation  primitive  et  de 
son  équation  dérivée  par  l'élimination  d'une  constante  donnée  ; 
mais  on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes  à 
l'équation  du  second  ordre  déduite  de  la  primitive  et  de 
ses  deux  premières  dérivées  par  l'élimination  de  deux  cons- 
tantes données  ;  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu  à  des 
conséquences  importantes  relatives  à  ce  genre  d'équations. 

Au  lieu  d'éliminer  à-la- fois  les  deux  constantes  par  le 
moyen  des  trois  équations  dont  il  s'agit,  on  peut. n'éliminer 
d'abord  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  constantes,  à  l'aide  de 
l'équation  primitive  ,  et  de  sa  dérivée  ;  on  aura  ainsi  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  ,  dont  l'une  ne  con- 
tiendra que  l'une  des  deux  constantes  ,  et  dont  l'autre  ne 
contiendra  que  l'autre  constante.  Maintenant ,  en  combinant 
chacune  de  ces  équations  avec  sa  dérivée,  on  pourra  aussi 
en  éliminer  la  constante  qui  y  était. restée,  et  on  aura  deux 
équations  du  second  ordre  sans  les  deux  constantes ,  lesquelles 
devront   être   équivalentes  entr'elles  et  avec   l'équation   qui 

résulte  de  l'élimination  simultanée  des  deux  constantes. 

,.       .  .         •  . 

En  eifet,  chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  de 
la  fonction  seconde  de  la  variable  qu'on  regarde  comme 
fonction  de  l'autre ,  valeur,  qui  sera  exprimée  par  la  fonction 
prime  dé  la  même  variable,  et  par  les  deux  variables  mêmes 
sans  les  deux  constantes  qui  entraient  dans  l'équation  pri- 
mitive ;  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cette  valeur 
est  up^^e  et  déterminée ,  de  quelque  manière  qu'on  y  par* 
vienne '/puisque  les  fonctions  dérivées  d'une,  fonction  donnée 
fioit  explicite  ou  non ,  sont  uniques  et  déterminées  ,  et  que 
les  résultats  de  l'élimination  sont  aussi  toujours  déterminés.' 

On  doit  conclure  -de-là  qu'une  équation  du  second  ordre 
peut  être  .dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier 
ordre,  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  de  plus, 
et  que  ces    équations  seront  parconséquent  deux  équations 
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primitives  de  la  même  équation  du  second  ordre  ,  mais 
primitives  du  premier  ordre ,  pour  les  distinguer  de  l'équation 
primitive  absolue   d'où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

£n£n  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second  ^  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  sur 
celles  de  cet  ordre ,  et  on  en  conclura  de  la  même  manière 
qu'une  équation  du-  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de 
trois  équations  différentes  du  second  ordre ,  et  qu'alors  elle 
peut  avoir  trois  équations  primitives  de  cet  ordre  ;  et  ainsi 
de   suite. 

Nous  .allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  générale 
par  quelques  exemples. 

âoit  l'équation  de  premier  degré 

y  +  ax+bz=:o,  ^ 

en  regardant  y  comme  fonction    dt   a:>  et   en  prenant  les 
fonctions  dérivées^  on  aura 

^'  +  a  =  o. 

En  éliminant  a  au  moyen  de  ces  deux  équations ,  on  obtiendra 
l'équation  du  premier  ordre 

dont  l'équation  primitive  sera 

^  -|-  007  -f-  4=  o, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 
Si  la  constante  b  dépendait  de  la  constante  a,  par  exemple  si 

alors  en  éliminant  a,  c'est-à-dire ,  en  substituant  —y  pour  a, 
on  aurait  l'équation  du  jpremier  ordre 

I 
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et  réquation  primitive  de  celle-ci  serait 

a  étant  la  constante  arbitraire. 
Supposons 

on  aura  Téquation  du  premier  ordre 
dont  réquation  primitive  sera 

4 
t 

où  a  est  la  constante  arbitraire. 
Soit  encore  l'équation 

cx^  —  a  ay  —  a*  —  i  =  o  : 

sa  dérivée  sera 

X  —  ay'  =  o , 

équation  du  premier  ordre  dont  la  proposée  est  Téqaatioft 
primitive ,  et  où  è  sera  la  constante  arbitraire. 

Mais  si  Ton  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a,  alors 
il  faudra  éliminer  a;  or  Téquation  dérivée  donne 

a: 
donc  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée  >  elle  donnera 

ou  bien 
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d'où  l'on  tire 

y  1/  (  X*  +/—  6  )  —yy  —  x=zo, 
équation  du  premier  ordre  dont  la  primitive  sera 

X*  —  Qay  ^'C^'^  b  ^=zo , 
a  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  on  voulait  éliminer  è-la-fois  a  et  ô ,  il  faudrait  em- 
ployer les  fonctions  secondes.  Ainsi,  puisqu'on  a  déjà  trouvé 
l'équation  du  premier  ordre 

X  —  ay  =  o 

où  b  ne  se  trouve  plus,  il  n'y  aura  qu'à  former  l'équation 
dérivée  de  celle-ci,  laquelle  sera 

* 

1  —  ay  =  o , 
d'où  l'on  tire 


û=-^«» 


JL 

y 


et  cette  valeur  substituée  dans  la  précédente  ,  donnera 

x—^  =  o,  ou  xy"— y'=:o, 

équation  du  second  ordre  dont  l'équation 

x**^  acy  —  a*  — i=:  o, 

sera  la  primitive  absolue ,  a  et  b  étant  les  deux  constantes 
arbitraires^ . 

On  parviendrait  à  la  même  équation  en  faisant  disparaître 
b  de  l'équation  du  premier  ordre 

y  v/ (  ir* +y  —  6) —jy — X  =  p 

trouvée  plus  haut  ;  car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  « 
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on  aura 

11 
en  éliminant  b  au  moyen  de  la  précédente,  il  viendra 


/l/C^ +/-i)  +  ^^^^^^-J3^-y-t=o; 


•avoir  y  conmie  on  l'a  yn  plus  haat^ 

^^— 1  =  o,  ouya: —y  =  o. 

On  voit  aussi  que  cette  même  équation  du  second  ordre 
a  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ,  savoir  : 

x  — ay  =oety  V/  (^x^+y*  —  b)—yy  —  x=Oi  ^ 

où  a  et  b  sont  les  deux  constantes  arbitraires  ;  et  ces  deux-ci/ 
par  F  élimination  de  la  fonction  dérivéey,  donneront  Féquation 
primitive  absolue  entre  x  et  y, 

-  1/ ( ar»  +  y*— i  )  — î^  —  x  =  o, 
a  -^  a 

savoir, 

}/  (x*+y —  b  )  —  j^-f-a=:o, 

et  en  faisant  disparaître  le  radical 

xr^  —  zay  "^  a^^^b^=iOf 

qui  est  la  même  dont  nous  sommes  partis. 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu*on  veut  faire  disparaître, 
on  tombe  souvent,  comme  on  le  voit,  dans  des  équations 
où  la  plus  haute  fonction  dérivée  est  élevée , à  des  puissances; 
et  ce  n'est  que  par  la  résolution  qu'on  peut  avoir  la  valeur 
de  cette  fonction  des  variables  et  des  fonctions  dérivées  d*ua 
ordre  moindre. 


DES      r  O   N  G  T   I   O  N   S.  l5j 

On  peut  cependant  parvenir  directement  à  une  équation 
dérivée  où  la  plus  haute  fonction  dérivée  ne  se  trouve  qu'au 
premier  degré;  pour  cela  il  ny  a  qua  préparer  l'équation 
primitive ,  de  manière  que  la  constante  arbitraire  qu*on  ve~^t 
faire  disparaître  s'en  aille  d'elle-même  en  prenant  la  fonction 
dérivée  de  chacun  de  ses  termes  ;  ce  qui  arrive  lorsque  cette 
constante  est  dégagée  des  variables  ^  et  forme  elle  seule  un 
des  termes  de  l'équation  ;  car  alors  la  fonction  dérivée  de 
ce  terme  étant  nulle  ,  l'équation  dérivée  se  trouvera  natu- 
rellement délivrée  de  la  constante ,  et  la  plus  haute  fonction 
dérivée  y  sera  nécessairement  à  la  première  dimension  ;  car, 
comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  YI ,  en  prenant  la  fonction 
dérivée  d*une  fonction  de  plusieurs  variables  ,  chaque^variable 
ne  peut  donner  que  des  termes  multipliés  par  la  fonction 
dérivée  de  la  même  variable. 

Or  il  est  évident  que  cette  préparation  ne  demande  que 
de  résoudre  l'équation  primitive ,  en  regardant  la  constante 
qu'on  veut  éliminer  comme  l'inconnue  de  l'équation.  Ainsi 
on  peut  obtenir  par  ce  moyen  le  même  résultat  qu'on  aurait 
par  la  résolution  de  l'équation  dérivée  ,  par  rapport  à  la 
plus  haute  fonction  dérivée. 

Dans  le  second  exemple  où  l'équation  primitive   était 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée      » 

laquelle  donne  ^  par  la  résolution^ 

ay  =x+  i/(x*  — 4y). 

Mais  si  nous  avions  d'abord  résolu  l'équation  par  rapport  à 
la  constante  a,  nous  eussions  eu 

sa  dérivée  serait 
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savoir ,  en  multipliant  par  V^  (  x*  —  4y  ) , 

X— ay  — 1/(0:»  — 4y)  =  o, 

équation  qui  coïncide  avec  la  précédente ,  à  cause  de  Tann 
biguité^du  signe  du  radical. 

On  peut  de  la  même  manière  faire  disparaître  successive- 
ment plusieurs  constantes  en  préparant  toujours  Téquation, 
ensorte  que  la  constante  à  éliminer  soit  dégagée  des  variables. 

Ainsi  réquation  primitive 

X*  —  aay  —  a*  —  6  =  o , 

contenant  la  constante  b  isolée  dans  un  seul  terme ,  donni 
tout  de  suite  Téquation  du  premier  ordre  sans  b, 

x  — 0/=  o; 

oc 
ensuite  en  dégageant  a^  on  a  a  =--7  ;    prenant  la  fonctioa 

dérivée  de  chacun  des  deux  membres ,  on  obtient 


1        xy' 


équation  qui,  multipliée  parj/*,  devient 

y  _  ay  =  o , 
comme  plus  haut. 

En  commençant  l'élimination  par  la  constante  a  ^  nous  avions 
trouvé  réquation  du  premier  ordre, 

comme  la  constante  b  y  est  dégagée  des  variables ,  il  n'y  a 
qu'à  prendre  la  fonction  dérivée  de  chaque  terme  pour  avoîx 
tout  de  suite  l'équation  du  second  ordre  sans  a  ni  3. 


r 
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On  a  ainsi 

Cette  équation  se  réduit  à  cette  forme , 

(f-')(^^)=°- 

Comme  le  facteur  -^^  +  -75  ne  renferme    que  la  fonction 

y     y 

prime  y' ,  il  ne  peut  donner  une  équation  du  second  ordre  ; 
ain^  c'est  Tautre  facteur  -^  —  1  qu'il  faut  employer ,  et 
Ton  a 

^—1=0,  savoir ,  xf  — y  =,0, 

comme  ci-dessus.  * 

Nous  verrons  plus  bas ,  lorsqu'il  sera  question  des  équations 
primitives  singulières  ^  l'usage  du  premier  facteur. 

Ce  peu  d'exemples  que  j'ai  choisis  parmi  les  plus  simples,' 
suffit  pour  montrer  comment  les  équations  dérivées  se  forment 
des  équations  primitives  ,  par  l'évanouissement  des  constantes. 
On  voit  que',  pour  une  équation  primitive  donnée  ,  il  est 
toujours  possible  de  trouver  une  équation  dérivée  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y  aura  d'unités 
dans  l'ordre  de  cette  équation,  et  que  de  quelque  manière 
qu'on  parvienne  à  cette  équation  ,  et  sous  quelque  forme 
qu'elle  se  présente  ,  elle  sera  toujours  essentiellement  la 
même.  Ainsi  le  problême  de  trouver  l'équation  dérivée  d'une 
primitive  donnée,  est  résolu  dans  toute  sa  généralité?  Nous 
allons  considérer  maintenant  le  problême  inverse ,  qui  consiste 
à  remonter  des  équations  dérivées  aux  primitives. 
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Puisque  dans  les  équations  à  deux  variables  ^  une  équâtioa 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins 
que  r  équation  primitive  ,  une  équation  du  second  ordre  peut 
renfermer  deux  constantes  de  moins  que  Féquation  pri- 
mitive ,  et  ainsi  de  suite  ,  il  s'ensuit  réciproquement  que 
l'équation  primitive  peut  contenir  une  constante  de  plus  qu'un 
équation  du  premier  ordre  ^  deux  constantes  de  plus  qu'une 
équation  du  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite ,  constantes  qui 
seront  parconséquent  arbitraires  :  et  on  voit  en  même  temps 
qu'elles  ne  sauraient  en  contenir  davantage  ^  puisqu'on  ne 
pourrait  les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équa- 
tions dérivées. 

Cette  proposition  étant  d'une  grande  importance,  dans  k 
théorie  des  fonctions  dérivées  ,  et  n'ayant  pas  encore  été 
démontrée  d'une  manière  tout-a-fait  rigoureuse,  nous  croyons 
devoir  en  donner  une  démonstration  directe,  tirée  de  l'expres- 
sion générale  de  la  fonction   primitive. 

Si  y  est  ime  fonction  quelconque  de  x  ^  et  qu'on  dénota 
ipsLry'',y'^\y°'',  y°^  etc.  les  valeurs  dey  et  de  ses  fonctions  dé- 
rivées y  ,  y  ,  y"   etc.    qui  répondent  à   x  =  o,    et    qui 
sont    parconséquent  constantes^  on  aura,  par  ce  que  nous' 
avons  démontre  à  la  fin  de  la  leçon  IX , 

y-r+yx+y^  -{-y  -^  +  etc.; 

et  si  on   veut  arrêter  la  série  au  terme  n^' ,  alors  on  aura 
les  limites  du  reste ,  en  substituant  dans  le  terme  suivant 


/•C«) 
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à  la  place  de  y^'O  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur, 
de  y^")  depuis  a:  =  o  jusqu'à  la  grandeur  qu'on  veut  attri- 
buer à  X. 

Maintenant 
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Maintenant  si  la  valeurjde  y  est  donnée  par  une  équation 
8u  premier  ordre  j  entre  ^ ,  ^  et  y'  >  on  aura  par  cette 
équation  la  valeur  de  j/  en  d?  et  ^ ,  et  de  là  on  trouvera  ^ 
en  prenant  les  fonction^  dérivées,  une  équation  du  second 
ordre  en  x  ^  y,  y  et  y  ,  ensuite  une  équation  du  troisième 
ordre  entre  x  ,  y  ,  y  y  y**  et  y  ;  et  ainsi  de  siiite  ;  de  sorte 
qu'en  Substituant  succesàiyenient  dans  ces  équations  les  valeurs 
de  y'  y  y^ ,  y  etc.  données  par  les  équations  précédentes , 
on  aura,  en  dernière  analyse,  les  valeurs  de  y\y*'i  y"'^  etc. 
exprimées  en  x  et  y.  Or  en  faisant  x  =:  o  ,  les  quantités 
y  >  y>  y'  ^^^'  ^^  changeront  en  y^  ,  y°'  ,  y"^"  etc.  ;  ainsi  on 
aura  les  valeurs  de  y"^,  y'^'  etc.,  exprimée»  en  y"*  qui  de* 
theurera  indéterminée. 

De  mênie ,  si  on  n'a  pour  la  détermination  de  y ,  qu'une 
équation  du  second  ordre  entre  x ,  y  y  y  et  y^  ^  on  en  tirera 
Successivement  des  équations  des  ordres  supérieurs  entre  x, 
y>  y  >  y  >  y'^  >  entre  x,  y,  /,  y",  y" ,  y'\  et  ainsi  dé 
suite,  et  par  les  Substitutions  siiccessives  des  valeurs  de 
y,  y",  etc. ,  données  par  les  équations  précédentes ,  on  aura 
en  dernière  analyse,  y",  y,  etc.,  donnéeà  en  x,  ^  etV> 
de  sorte  qu'ten  faisant  ad  =  o  ,  on  aura  les  valeurs  de  y^ 
y  etc.,  exprimées  eny°  et  y"^,  ces  deux  quantités  demeurant 
indéteriilinées  ;    et  ainâi  de  suite. 

Donc  enfin ,  faisant  ces  substitution ô  dans  l'expression  gé- 
nérale de  y  en  X,  il  est  clair  qu'il  restera  dans  cette  ex- 
pression une  indéterminée  constante  y^ ,  lorsque  la  fonction 
y  sera  donnée  par  une  équation  du  premier  ordre ,  qu'il  j 
testera  deux  constantes  indéterininéei  y  et  y"^ ,  lorsque  y 
ne  sera  donnée  que  par  .une  équation  du  second  ordre  ^ 
qu'il  y  en  restera  trois  ^  savoir  ,  y,  y^  et  y",  lorsque  y 
sera  donnée  pat  une  équation  du  premier    ordre;  et  éxnâi 

de  suite. 

Donc,  en  général,  l'expression  de^  en  x,  renfermera  autant 
de  constantes  indéterminées  qu'il  y  aura  d'unités  dans 
1* exposant  de  l'ordre  de  l'équation  qui  détermine  la  fonction  j^; 

L 
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et  qaoiqae  cette  conclusion  soit  fondée  ici  sur  la  théoiie  det 
«éries  y  il  n  est  pas  diilicile  de  se  convaincre  qu'elle  doit 
avoir  lieu  généralement ,  quelle  que  soit  l'expression  de  y, 
puisqu'on  peut  toujours  regarder  une  expression  en  série , 
comme  le  développement  d'une  expression  finie. 

Dans  l'analyse  précédente  ^  on  voit  que  les  constantes  ar-* 
bitraires  sont  toujours  les  valeurs  de  y,  y ,  y,  etc. ,  qui 
répondent  à  x  ==  o ,  au  lieu  qu'en  envisageant ,  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut^  les  équations  dérivées  comme  le  résultat 
de  l'élimination  des  constantes ,  ces  constantes  peuvent  être 
quelconques  ;  mais  il  est  toujours  facile  de  les  réduire  les 
unes  aux  autres  :  car  quelles  que  soient  les  constantes  qui 
entrent  dans  l'expression  de  ^,  si  on  déduit  de  cette  expression 
celles  de  y,  y,  etc.,  et  qu'ensuite  on  fasse  xzxo,  ce  qui 
changera  les  valeurs  de  y,  y,  y,  etc.  en  y*,  y,  y"  ^  etc.,  on 
pourra  toujours^  en  prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'il  y  a  de 
constantes  arbitraires ,  déterminer  celles-ci  en  y*,  y*'>y ,  etc*, 
et  les  substituer  ensuite  dans  l'expression  générale  dajr. . 

Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  cette  expression  ou 
de  l'équation  d'où  elle  dépend^  à  raison  des  différentes  cbns--  - 
tantes  qui  y  seront  contenues^  il  est  visible  que  lorsque  ces 
constantes  seront  réduites  aux  valeurs  dey,  y,  y,  etc.,  cette 
forme  deviendra  nécessairement  la  même  pour  la  même  équa-* 
tion  dérivée. 

On  peut  donc  conclure ,  en  général ,  que  si  l'on  a  une 
équation  dérivée  d'un  ordre  quelconque,  et  que  l'on  trouve 
de  quelque  manière  que  ce  soit  une  équation  entre  les  mêmes 
variables  qui  y  satisfasse ,  et  qui  renferme  autant  de  cons- 
tantes arbitraires  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre 
de  l'équation  dérivée ,  cette  équation  sera  l'équation  primitive 
de  la  proposée ,  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  suscep- 
tible ;  de  sorte  qu'elle  renfermera  nécessairement  toute  autra 
équation  qui  pourrait  aussi  satisfaire  à  la  même  équatioa 
avec  autant  de  constantes  arbitraires. 

On   voit  par -là  que   les  constantes   arbitraires  forment 
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proprement  la  liaison  entre  le&.  équations  primitives  et  lés 
équations  dérivées  ;  celle&K:i  sont  par  leur  nature  plus  générales 
que  les  équations  d*où  elles  dérivent^  à  raison  des  constantes 
qui  ont  disparu  ou  qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalent 
donc  à  toutes  les  équations  primitives  y  et  qui  ne  différeraient 
entr'elles  que  par  la  valeur  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d*une  équation  primitive 
à  une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque ,  et  revenir 
ensuite  de  celle-ci  à  une  nouvelle  équation  primitive ,  pourvu 
que  cette  dernière  opération  y  introduise  le  nombre  requis 
de  constantes  arbitraires.  Alors  cette  dernière  équation  ren^ 
fermera  la  première  et  lui  deviendra  équivalente  y  en  dé- 
terminant convenablement  sesi. constantes  arbitraires.  C*est  ainsi 
qu'on  en  a  usé  dans  la  leçon  précédente ,  pour  la  transformation 
des  fonctions  angulaires. 

Comme  nous  avons  vu  qu  une  équation  du  second  ordre 
peut  provenir  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre  , 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ;  qu'une  équatiou 
du  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équa« 
lions  différentes  du  second  y  et  ainsi  de  suite  y  il  est  naturel 
d'en  conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équation  du 
second  ordre  aura  deux  équations  primitives  du  premier 
ordre,  chacune  avec  une  constante  arbitraire  ;  que  toute 
équation  du  troisième  ordre  aura  trois  équations  primitives 
du  second  ordre  ,  ajant  chacune  une  constante  arbitraire; 
et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  pouvons  démontrer  aussi  cette 
proposition  d'ime  manière  directe ,  par  une  analyse  semblable 
a  celle  que  nous  avons  employée  ci-dessus. 

""  Considérons   la   formule  générale  du  développement   des 
fonctions. 

/(  X  +  i  )  =fx  +  ifx  +  '^fx  +  etc. 
Faisons  y  =^  et  f  =  —  x,  on  aura 
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fx=y,fx=iy,fx=y\  etc.; 

et  /  (  j:  +  î  )  deviendra  /  (  j:  —  x  ) ,  c'est-à-dire  égale  à 
la  valeur  defx  ou  y  ,  lorsqu'on  y  fait  x  =  o,  valeur  que 
nous  avons  désignée  plus  haut  par  y*.  Ainsi  par  ces  subs^ 
titutions  y  on  aura  cette  formule 

y=y  —  xy  +  — /  -  ^y  +etc. 

Changeons  maintenant  dans  la  formule  générale  fx  euf^x, 
et  Ton  aura  de  même 

fQx  +  i)=fx  +  i  px+  ^yx  +  etc. 

Donc>  faisant  de  nouveau 
f^  =J^>/'^=y>/'^  =  y*etc. ,  eti  =  — x; 
ce  qui  donnera 

valeur  de  f^x  ou  de  ^ ,  lorsque  x  =  o ,  que  nous  avons  dé- 
signée par  y^ ,  on  aura  cette  autre  formule 

On  trouvera  de  la  même  manière 

Et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  û y  est  donnée  par  une  équation  du  premier 
ordre  ,  on  aura  les  valeurs  dey\y  ^  y" ,  etc.  toutes  données 
en  X  et^,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  :  si  on  les  substitue  dany 
la  formule 
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on  aura  une  équation  entre  x  et  ^  avec  la  constante  ar- 
bitraire y^ . 

Si  y  est  donnée  par  une  équation  du  second  ordre  ,  on 
aura  y,  y*',  y^  etc.,  données  en  x,  y  et  y;  donc,  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  les  deux  formules 

y-  =3,  —x/ +^y'— £gy +  etc., 

y  =y  _  xy"  +  Ç^*  -  £l  y"  +  etc. 

on  aura  deux  équations  %n  x^  y  et  y,  ayant  chacune  une 
4es  constantes  arbitraires  j®  et  y*',  lesquelles  seront  égale- 
ment deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la 
proposée  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de  suite. 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries  ,  les  conclusion» 
qu'on  peut  tirer  relativement  à  la  nature  des  équations  pri- 
mitives ,  n'en  sont  pas  moins  exactes  *,  et  il  est  visible  par 
]a  forme  même,  de  ces  équations  ^  qu'elles  sont  essentiellement 
différentes  ,  et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal 
à  celui  de  l'ordre  de  l'équation  donnée. 

On  en  conclura  donc  aiissi ,  que  si  pour  une  équation  du 
second  ordre ,  on  trouve  d'une  manière  quelconque  ,  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent , 
et  qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire ,  on  aura 
les  deux  4quation3  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  ; 
e^  tQute  autre;  équation  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec 
une  constante  arbitraire,  sera  nécessairement  renfermée  dans 
celle-ci.   . 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues,,  on  pourra 
toujours  en  déduire  l'équation  primitive  absolue ,  sans  fono-* 

•       '  3 
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lions  dérivées,  en  éliminant  par  leur  moyen  la  foncdoB» 
rivée  qu'elles  contiendront ,  et  qui  est  censée  être  la  mis 
dans  les  deux  équations. 

L*éqnation  résultante  ne  contenant  plus  de  fonction  It 
rivée  ,  sera  Téquation  primitive  absolue  de  la  proposée  i 
second  ordre;  et  comme  les  deux  constantes  arbitraires, fî 
entraient  dans  les  deux  équations  primitives  du  premier  oftkj 
se  trouveront  dans  cette  équation ,  elle  aura  toute  ]^  po0- 
ralité  dont  elle  est  susceptible. 

Donc ,  ayant  une  équation  du  second  ordre ,  on  aura  égit* 
ment  son  équation  primitive  absolue  ,  soit  qu'on  tim 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  variables  qi 
y  satisfasse ,  et  qui  renferme  en  même  temps  deux  constante 
arbitraires,  soit  qu'on  trouve  séparément  deux  équations  d 
premier  ordre  qui  y  satisfassent  chacune  en  particulier  et  q 
renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Vune  de  ces  deux  équations  du  premier  ordre 
contenait  point  de  constante  arbitraire ,  alors  F  équation  prin 
tive  qu'on  en  déduirait  ,  ne  contenant  qu'une  seule  coi 
tante  arbitraire,  n'aurait  pas  toute  la  généralité  qu'elle  pc 
avoir*,  mais  elle  satisferait  toujours  à  l'équation  du  seco: 
ordre  d'où  on  l'aurait  tirée  ,  en  même  temps  qu'elle  satisfe 
aux  deux  du  premier  ordre. 

Il  suit  encore  de  là  ,  que  si  l'on  a  une  équation  c 
premier  ordre  ,  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quelconqi 
une  équation  du  second  ordre ,  soit  en  éliminant  une  constant 
ou  non ,  qu'ensuite  on  passe  de  celle-ci  à  une  autre  équado 
primitive  du  premier  ordre ,  avec  une  constante  arbitraire 
on  pourra ,  par  l'élimination  de  la  fonction  dérivée  qui  s 
trouve  dans  les  deux  équations  du  premier  ordre ,  avoir  un 
équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbitraire 
qui  sera  pafconséqjûent  l'équation  primitive^  absolue  de  1< 
proposée  du  premier  ordre. 
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[^.  En  général  ^  si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passe 
TïL  une  équation  d'un  ordre  supérieur^  et  si  on  trouve  d*une 
na^iière  quelconque  une  équation  primitive  de  celle-'ci  d'un 
wdre  inférieur  avec  une  constante  arbitraire^  on  pourra  tou« 
"ours,  par  rélioiination  successive  des  fonctions  dérivées, 
parvenir  à  une  équation  entre  les  deux  v^oiablés  et  la  cons- 
tante arbitraire ,  laquelle  sera  ainsi  l'équation  primitive  de  la 
proposée. 

£nGn  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second,  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  celles 
de  cet  ordre ,  et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 
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LEÇON     TREIZIÈME. 

(  Gontinuation  de  U  leçon  précédente^  ) 

Théorie  des  multiplicateurs  des  équations 

dérivées^ 

JLja  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l'équation  primi-ï 
tive  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque ,  est  de  la.  pré- 
parer de  façon  que  son  premier  membre  devienne  une  foncr 
tion  dérivée  exacte  ;  car  alors  i,l  n'y  aura  qu'à  prendre  sa 
fonction  primitive  et  y  ajouter  une  constante  pour  avoir 
l'équation  primitive  d'un  ordre  inférieur;  et  en  opérant  ainsi 
successivement,  on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive 
entre  les  deux  variables ,  et  autant  de  constantes  arbitraires 
que  l'ordre  de  la  proposée  le  conapcwtera. 

Or  je  vais  prouver  que  cette  préparation  est  toujours  pos-» 
sible  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  ,  lorsque  l'équation 
dérivée  de  l'ordre  n  est  réduite  à  la  forme 

j^C«)  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y. 

D'un  côté,  il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours 
possible  eu  censée  possible ,  quelle  que  soit  la  forme  de 
l'équation  proposée  ;  car  il  n'y  a  qu'à  en  tirer  la  valeur  de 
yC«)  en  x,  ^,  y\  y\  etc. ,   par  les  règles  connues. 

De  l'autre  côté,  nous  avons  déjà  observé  plus  haut  que  y 
quelle  qi^e  puisse  être  l'équation  primitive  de  l'ordre  imQxé-^ 
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dîatement  inférieur^  si  on  dégage  la  constante  arbitraire  , 
et  qu'on  prenne  ensuite  les  fonctions  dérivées,  on  a  une 
équation  dérivée  ou  la  plus  lla^te  des  fonctions  dérivées  de  jf 
ne  sera  qu'à  la  première  dimension ,  et  qui  devra ,  parcon-? 
séquent,  être  identique  avec  la  proposée. 

Ainsi,  ayant  réduit  l'équation  primitive  à  la  forme 
où  a  est  la  constante  arbitraire ,   on  aura  l'équation  dérivée 

laquelle^  en  séparant  I4  partie  qui  se  rapporte  à  la  variation. 
dej'C»— 0^  d'après  la  notation  abrégée  indiquée  dans  la  le^on 
sixième ,  peut  se  mettre  sous  U  formé 

^'  fej^y  •  •  ^y*^^)  +y"^  ^'  (y(«-o)  =0, 

d'où  l'on  tire 

Comme  la  constante  a  a  disparu ,  cette  équation  devra  être 
identique  arec  l'équation  proposée ,  puisque  la  valeur  de'^*^ 
doit  être  la  même  dans  les  deux  équations.  Donc  la  fonction 
S  {pc  yy^y\  /.j'C»— 0)  sera  identique  avec  la  fonction 

^'(y>^>y»-y"^^) 

Ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité  j^C») ,  la  fonction 
dleviendra  identique  avec  la  fonction 
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c'est'à-dire  ^  ayec  la  fonction 

Donc  Téquation 
étant  multipliée  parla  fonction  F'(^^«^0),  deyiendra 

ensorte  que  son  premier  membre  sera  une  fonction  dérivée 
exacte. 

Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d*un  ordre  inférieur  à 
celui  de  l'équation  proposée^  par  laquelle  cette  équation 
étant  multipliée^  son  premier  membre  devient  une  fonction 
dérivée  exacte. 

Comme  cette  proposition  est  fondamentale ,  et  donne  lieu 
à  des  conséquences  importantes^  nous  allons  la  considérer 
sous  un  point  de  vue  plus  étendu. 

Soit  F(x,y,y..  .^(«-0 ,  a)  =  G 

réquation  primitive  de  la  même  équation  dérivéa 

yW  +fix,y,y,f. .  ./«-O)  =0, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Par  la  théorie  générale  on  aura  Téquàtion  dérivée  de  la 
primitive  supposée  ^  en  éliminant  a  au  moyen  de  l'équadon 

•t  de  sa  dérivée  immédiate 

m  étant  regardée  comme  constante^ 
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De  là  il  est  facile  de  conclure ^  comme  ci-dessus^  que  1« 
fonction 

deviendra  identique  avec 

* 

en  substituant  ici  à  la  place  de  a,  sa  valeur  en  Xyj^y,  etc.  ; 
jrC«~0^  tirée  de  l'équation  primitive. 

Considérant  donc  a  conune  une  pareille  fonction  détermir 
née  par  Téquation  primitive 

en  aura^  pour  la  détermination  de  a',  Téquation  dérivée 

laquelle  ^  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  d,  suivant 
la  notation  employée  ci-dessus,  devient 

FXx,y,y. . ./— ))  +û'F'  (a)  =0; 

d'où  l'on,  tire 

=  Cyt"5  +nx,y,y- .  -y— î)]  x  ^^^^^^j 

équation  qui  sera  identique  en  substituant  pour  a  sa  valem; 
en  X,  y  y  etc. 

Si  donc  on  multiplie  l'équation 
par  lafonctioa  -^-cèry^j  son  pre^der  jpembre  deviendra 
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une  fonction  dérivée  exacte ,  dont  la  fonction  primitive  sera 

—  a,  en  supposant  a  déterminé  par  Téquation 

On  est  donc  assuré ,  de  cette  manière ,  de  l'existence  d'un 
multiplicateur  qui  peut  rendre  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  une  fonction  dérivée  exacte. 

,  La  même  équation  identique  nous  fait  voir  aussi  que  ce 
multiplicateur  n'est  pas  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété  > 
^  nous  donne  en  même  temps  le  moyen  de  trouver  tous  les 
multiplicateurs  qui  auront  la  mtime  propriété  ;  car  il  est  évi- 
dent que  le  premier  membre  de  l'équation  devenant   égal  à 

—  û',  il  sera  toujours  une  fonction  dérivée  exacte,  étant 
multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  a,  et  qu'il  ne 
pourra  l'être  qu'autant  que  le  multiplicateur  ne  contiendra 
que  o.  Donc  le  second  membre  deviendra  aussi  une  fonction 
dérivée  exacte,  étant  multiplié  par  une  fonction  quelconque 
<le  a. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  formule  générale  de  ce 
multiplicateur  sera 

FXa) 

<fa  dénotant  une  fonction  quelconque  de  a,  et  la  quantité  a 
étant  upe  fonction  de  a:,  y,  y  y  etc. ,  déterminé  par  l'équation 
primitive 

a  étant  ici  la  constante  arbitraire  ;  car  le  premier  membre' 
de  l'équation  proposée  de  l'ordre  ti^"',  deviendra ,  par  la  mul- 
tiplication de  la  formule  précédente ,  identique  avec  la  quan-» 
tité  —  a<^a  ;  de  sorte  qu'en  dénotant  par  *a  la  fonction  prî- 
tiiitive  de  a^^c,  on  aura  tout  de  suite  Téquation  primitive 
*a=:const.  ;  d'^où Ton  tirera  aussi  a:=:cQjast.  Or  a  éiontiei^ 
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la  fonction  de  x,  y^y' ,  etc.  y^"^*^,  qui  résulte  de  Téquatioii  ' 

il  est  visible  que  ré<Juation4>a=cpilst.  n'est  autre  chose  que 
cette  même  équation  dans  laquelle  on  suppose  que  a  devient 
une  constante  arbitraire. 

Ainsi,  lorsqu'une  équation  dérivée  de  l'ordre  /i^""  est  ré-* 
duite  à  la  forme 

yW  ^f{x,y,y',y\  .  ./«"O)  =  o  , 

chaque  équation  primitive  de  l'ordre  n^— i ,  avec  une  constante 
arbitraire,  fournit  une  infinité  de  multiplicateurs^  tous  reBr* 
fermés  dans  une  même  formule ,  lesquels  peuvent  rendre  le 
premier  membre  de  l'équation  une  fonction  dérivée  exacte  , 
et  redonner  la  même  équation  primitive. 

Si  l'équation  proposée  n'est  que  du  preiiiier  ordre,  il  n*y 
a  alors  qu'une  seule  équation  primitive  \  et  parconséquent  il 
n'y  aura  aussi  qu'une  seule  formule  de  multiplicateurs. 

Si  réquation  proposée  est  du  second  ordre ,  nous  avcw 
démontré  qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux  différentes 
équations  primitives  du  premier  ordre;  chacune  d'elles  don- 
nera donc  une  formule  particulière  de  multiplicateurs  ;  mais 
on  pourra  aussi  renfermer  ces  formules  dans  une  formule  plus 
générale  encore. 

Car  soit 

l'équation  proposée  du  second  ordre  ^   dont  les  deux  équa^ 
tions  primitives  du  premier  ordre  soient 

c  et  J  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

En  regardant  ces  deux  quantHés  a  et  h  comme  des  fonc-« 
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tions  de  X,  y,  y  9  déterminées  par  ces  mêmes  équations ,  ot 
trouvera  j  par  l'analyse  exposée  ci-dessus  ^  les  deux  équations 
identiques 

cy  +n^.y. y  )]  X  ^5^  =  -  y. 

Soit  maintenant  4  (a>  6)  une  fonction  quelconque  de  a,  b,  sa 
fonction  dérivée  ^^'{a^b)  sera  représentée  par  ût'*'(a)+i'*'(6); 
de  sorte  qu'en  multipliant  la  première  des  équations  précé- 
dentés  par  ^\a)y  la  seconde  par^(fr)^  et  les  ajoutant  en* 
semble  y  on  aura 

On  aura  ainsi  cette  fonmde  générale  pour  le  multiplicateur 
de  l'équation  proposée 

en  supposant  a  et  &  déterminés  par  les  deux  équations 

et  le  premier  membre  de  l'équation  deviendra  alors— *  (a,  é); 
de  sorte  que  l'on  aura  sur-le-champ  l'équation  primitive 
*  (a,  i)=  const. 

De  même  9  si  on  prend  une  autre  fonction  quelconque 
de  a  tt  b ,  représentée  par  4  (^  >  ^)  >  ^^  ^^  tirera  de  même 
l'équation  primitive  4  («1  ^)  =  const. 

Ces  deux  équations  donneront  done  a  et  6  égales  i  dfli 
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constantes  ;  quelles  que  soient  les  fonctions  désignées  par  les 
caractéristiques  4  et  «s]. ,  ce  qui  redonnera  les  mêmes  équations 
primitives  d'où  Ton  était  parti;  d'où  l'on  voit  comment  ces 
équations  se  trouvent  indépendantes  des  fonctions  arbitraires 
qui  peuvent  entrer  dans  les  multiplicateurs. 

On  peut  appliquer  cett»  théorie  aux  équations  dérivées 
des  ordres  supérieurs  au  second ,  et  en  tirer  des  conclusions 
semblables. 

On  peut  donc  toujours  trouver  la  forme  générale  des  mul- 
tiplicateurs y  lorsqu'on  connaît  les  équations  primitives  ;  mais 
comme  ces  multiplicateurs  fournissent  eux-mêmes  un  moyen 
de  parvenir  aux  équations  primitives^  il  serait  important  de 
pouvoir  les  trouver  à  posteriori  y  d'après  les  équations  dérivées. 
Euler ,'  et  d'autres  après  lui ,  se  sont  occupés  de  cette  re- 
cherche ;  mais  c'est  un  de  ces  problèmes  dont  on  ne  saurait 
espérer  une  solution  générale. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  que  nous  venons  d'exposer^ 
prenons  l'équation  du  second  ordre 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut.  J'observe  d'abord  que, 
dans  l'état  où  elle  est^  son  premier  membrp  est  déjà  uam 
fonction  dérivée  exacte;   car^  puisque 

(^y)'^^"4-y>  on  a  a3r^  =  (ayy— /; 
de  sorte  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(a;yy_ûy  =  o; 

d'où  l'on  tire,  8ur-le-<champ,  l'équation  primitive  du  premier 
^rdre 

'A  étant  une  constante  arbitraire. 
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Pour  avoir  Féquation  primitive  de  celle-ci  »  je  cliercliè  tiit 

multiplicateur   qui  rende  son  premier  membre  mie  fonction 

dérivée  exacte  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  aura  lieu  en 

divisant  l'équation  par   xr'  ;   de  sorte  que  le  multiplicateur 

1 
sera  —3. 


En  effet ,  elle  de\dent  par-là 


A 


X._5y  +  :l  =  o; 
X»        a-^  ^  a?  ' 

et  la  fonction  primitive  du  premier  membre  est 
de  sorte  qu'on  aiira  Féquation  primitive 

savoir ,  en  multipliant  par  x*^ 

B  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Cette  équation  contenant  ainsi  deux  constantes  arbitraires 
A  et  B  j  sera  F  équation  primitive  complète  de  l'équation  pro- 
posée du  second  ordre  \  et  on  voit,  en  effet ,  qu'elle  coïncide 
avec  l'équation 

X*  —  acy  +  a*  +  ^  =  o , 

d'où  la  proposée  avait  été  dérivée,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  la 
diviser  par  B ,  et  faire 

Mais 


DES    fonctions;  .177 

Mais  au  lieu  de  chercher  ^  comme  on  vient  de  le  faire  ; 
l'équation  primitive  de  la  primitive  du  premier  ordre,  on 
peut  chercher  une  autre  équation  primitive  de  la  proposée  ; 
€t  pour  cela,  j  observe  que  la  fonction  dérivée  de  «""y  "  est 

/ 
ainsi  la  proposée  étant 

o^y"— y  =  û,  .    \  •  -. 

on  voit  qu'en  faisant  711=: — 1 ,  n  t=ri ,  son  premier  nxembre 
deviendra  une  fonction  dérivée  exacte ,  étant  multipliée  par 

,  ou  par  — ;  ;  et  Ton  aura  la  nouvelle  équation  primitive 


Combinant  donc  cette  équation  avec  l'équation      < 

^  iry'  —  ûy  ^Ai::=zOy 

trouvée  précédemment,  pour  en  éliminer  y,  on  aura  Téqtta- 
tion  en  x  tty 

—  jBo:*  —  ày  4-. -^  =^^ , 

qui,  à  raison  des  deux  constantes  arbitraires.^,  et  i?,  sera 
aussi  l'équation  primitive  complète  de  la  proposée.  En  effet , 
elle  se  réduira  à  la  même  forme 

V  ■  I  • 

étant  divisée  par  w-  jff ,  et  faisant 


•-^  ï=3  «M  fl  k  *-»  *—  ^=  c^  -4«  5» 


•il 
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LEÇON  QUATORZIÈME. 

Des  J^aleurs  singulières  qui  satisfont  aux  Équa* 
tions  dérivées,  et  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans  les  Équations  primitives.   Théorie  des  - 
Équations  primitives  singulières. 

i 
I 

JLj  \  théorie  des  équaticms  clénTées  ^  «exposée  daas  la  leçea 
douzième,  porte  naturellement  à  conclure  que  toute  valeur 
qui  peut  satisfaire  à  une  équation  dérivée  donnée,  doit  être 
renfermée  dans  son  équation  primitive,  pourvu  que  celle-ci 
ait  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  par  les  constantei 
arbitraires  qui  doiveot  y  entrer.  Il  y  a  néanmoins  des  équa* 
tions  dérivées  auxquelles .  satisfont  des  valeurs  que  j'appelle 
singulières  y  parceqû* elles  ne  sont  pas  comprises  dans  leun 
équations  primitives.  Ges  sortes  de  valeurs  se  -sont  préseoléâf 
aux  géomètres  presque  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel; 
mais  comme  la  théorie  des  constantes  arbitraires  n'était  guère 
connue  alors,  on  n'a-pas  d'^ord  regardé -ces  valeurs  comme 
formant  ime  exception  aux  règles  générales  du  calcul  diffé- 
Tenticl.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait  envisagées  sous  ce 
«point  de  vue  et  qui  ait  donné  des  règles  pour  les  distinguer 
des  intégrales  ordinaires. 

Depuis ,  on  a  .recorniH  qu'elles  dépendent  de  la  théorie 
générale  des  équations  différentielles  ou  dérivées,  et  qu'ellei 
servent  à  la  compléter;  c'est  ce  que  nonf' allions  développer' 

avec  toute  l'étendue  qu'exige  l'importance  de  la  matière. 

■ 

Considérons  une  équatioa  quiconque  du  premier  ordre  ^ 
représentée  par 
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tt  supposons  qu  elle  soit  dérivée  de  l'équation  primitiYt 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Suivant  la  théorie  générale  ^  cette  équation 

FQx,y,a)=o, 

donnera  l'équation  dérivée 

qui  se  réduit  à  la  forme 

conformément  à  la  notation  que  nous  avons  employée  jusqu'ici  ; 
et  ces  deux  équations  étant  combinées  ensemble  ^  de  manière  que 
la  constante  a  disparaisse ,  produiront  la  smvante 

JM[aintenant  il  est  clair  que  le  résultat  de  l'élimination  de  Oj 
#era  le  même ,  quelle  que  soit  la  quantité  a ,  soit  consUot» 
ou  variable^  pourvu  que  les  deux  équations 

F(a:,j,  a)  =  o,   et  F^  (a?) -|.yF^(^)^o,' 
4oient  les  mêmes.  Donc  [aussi  la  «Hême  équatioa 

pourra  résulter  de  l'équatian 

mn  supposant  «a  vmàbi^  ^t  f»BCfiM  de  x,  pourri  que  l'équft* 


l8o  CALCUL 

tion  dérivée 

soit  également 

Mais  y  en  regardant  a  comme  une  fonction  de  x,  on  a 

F'(x,y,a)=F"(x)  +  y'F"0')  +  a'^(a)/ 

ainsi  la  condition  dont  il  s*agit  aura  lieu  si  le  terme  c^F^  (a) 
disparaît  -,  d'où  il  suit  que  la  valeur  de  ^ ,  tirée  de  l'équa- 
tion   primitive 

satisfera  également  à  l'équation  du  premier  ordre 

en  prenant  pour  a  une  fonction  de  x  déterminée  par  l'équatioa 

I 

Cette  équation  donne  ou 

û'=o,  ou  F'  (a)  =  o. 

L'équation  û'=o,  donne  a  égal  à  une  constante  quelconque  ; 
c'est  le  cas  de  l'équation  primitive  ordinaire ,  dans  lequel  a 
est  la  constante  arbitraire. 

Mais  l'autre  équation  ' 

F'.(û)  =  o, 

dans  laquelle  F' (a)  est  une  fonction  de  a?,  ^  et  a,  donnera, 
par  la  résolution ,  la  valeur  de  û  en  a:  et  y;  et  cette  valeur 
étant  substituée  dans  l'équation  primitive 

on  aura  une  nouvelle  équation  en  x  et  y,  sans  constants 
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arbitraire  ,  qui  conduira  également  à  la  même  équation  dé- 
rivée ,  et  qui  sera  nécessairement  différente  de  Téquation  pri- 
mitive ordinaire ,  puisque  dans  celle-ci  la  quantité  a  est  un© 
constante  arbitraire ,  et  que  dans  Tautre  elle  devieût  une  fonc- 
tion de  07  et ^. 

Donc^  en  général,  si  on  élimine  a  des  deux  équations 

on  aura  l'équation  qui  renfermera  les  valeurs  singulières  de  y, 
qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation  dérivée 

dont 

est  l'équation  primitive  ordinaire. 

Nous  appellerons  cette  équation,  écfûation primitive  singulière, 
pour  la  distinguer  de  Téquation  primitive  ordinaire,  que  nous 
appellerons  aussi  équation  primitive  complète. 

Il  faut  seulement  remarquer  que ,  comme  l'essence  de  cette 
équation  consiste  en  ce  que  la  valeur  de  a  est  une  fojjiction 
variable ,  si  l'équation 

par  laquelle  on  doit  déterminer  a ,  donnait  pouf  a  une  quan- 
tité constante,  ou  bien  une  telle  fonction  de  x  et  y  quijdevînt 
égale  à  une  constante  en  vertu  de  l'équation 

dans  laquelle  on  doit  substituer  cette  valeur  de  a,  ou  qui,  dans 
cette  siAstitution ,  donnât  le  même  résultat  qu'on  aurait  par 
une  valeur  constante  de  a ,  alors  cette  équation  çeiserait  d'être 
une  équation  primitive  singulière ,  et  ne  serait  plia  qu'un  ca« 
particulier  de  l'équation  primitive  ordinaire. 

3 
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Nous  ayons  trouvé  (leçon  douzième)  que  Téquation  du 
premier  ordrt 

9L,  pour  équation  primitive, 

où  a  est  la  constante  arbitipdre.  Faisant  dontf 

F(a:,  j^,û)  =  «* —  aay  —  «•  — i, 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  de  tous  les  termes  relative* 
ment  à  a  seul,  on  aura 

donc  Téquation 

F^  (o)  =  o  donnera  û=— y, 
valeur  qui  étant  substituée  dans  Téquation  primitive,    onne 

«•+y  — 6  =  0, 

équation  qui  satisfait  également  à  Téquation  du   renuer  ordre. 
En  effet,  cette  équation  donne 

y  =  6— a:»,      et     yy  =  — x; 
ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 

la  rendent  identique. 

Comme  on  sait ,  par  la  théorie  des  équations  ,  que  Té* 
quation  dérivée 

r(a)=o. 
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relative  à  a ,  contient  la  condition  qui  rend  égales  deux  desra-* 
cines  de  l'équation 


ordonnée  par  rapport  à  a,  il  s'ensuit  que  la  valeur  singulière 
àey,  dans  cette  équation,  a  la  propriété  de  donner  à  Téquatioa 
en  a  une  racine  double. 

On  voit,  en  efiFet ,  que  l'équation 

c*  +  2qy  —  05*  +  ^  =  o 
acquiert  une  racine  double,  en  £aisan|; 

Si  l'équatioa  primitive  était 

(07*+/  — 6)  (/— 3ay)  +  (ap*— i)û^=o, 

a  étant  la  constante  arbitraire,  Téquation  dérivée  relative  à  a, 
serait 

»  • 

d'où  Ton  tire 

wleur  qui ,  étant  substituée  dans  la  proposée^  donne 

et  parconséquent 

pour  ré«]uatioB  prioùtiYe  singulière. 


4 
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Mais  de  ce  que  cette  équation  rend  la  valeur  même  de  a 
nulle  y  il  suit  qu'elle  ne  sera  qu*un  cas  paiticnlier  de 
r équation  primitive  ;  en  efiet  elle  résulte  de  celle-ci  ^  en  y 
faisant  0=0. 

On  peut  appliquer  aux  équations  des  ordres  supérieurs  au 
premier^  la  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  les  équations 
dérivées  de  cet  ordre. 

En  effets  si 

est  l'équation  primitive  de  Téquation  de  l'ordre  n^ 

a  étant  la  constante  arbitraire ,  celle-ci  doit  résulter  de  l'é- 
limination de  a  entre  T équation  primitive  et  son  équatioB 
dérivée;  et  il  est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  le  même ,  soit  que  la  quantité  a  soit  constante 
ou  variable ,  pourvu  que  les  deux  équations  soient  de  U 
même  forme. 

Or  l'équation  primitive 

est  la  même  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  :  son  équation  dérivée 
est  dans  le  cas  de  a  constante 

et  dans  le  cas  où  a  serait  une  fonction  quelconque  de  a:, 

elle  sera 

^'  (^>  j'^y  •  •  -y""'^) + ^'^  (a) =0; 

donc  les  deux  équations  deviendront  identiques  si  on  déterminé 
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a  de  manière  que  le  terme  dF'  (a)  disparaisse. 
Faisant  donc 

û'jF^(c)=r:o, 
•n  a  ou 

a'  =  o, 

et  parconséquent  a  égal  à  une  constante ,  ce  qui  est  le  cas 

ordinaire;  ou 

■F"(«)  =  o. 

ce   qui  donnera  ime  valeur  de  a  en  :i;  et  jr  ^  laquelle  étant 
substituée  dans  I*  équation  primitive 

^  (^>  ^>  y-  •  y"7*^  «) =o, 

donnera  une  équation  du  même  ordre  ^  qui  satisfera  également 
à  l'équation 

elle  pourra  donc  être  regardée  aussi  comme  une  équation 
primitive  singulière  sans  constante  arbitraire. 

L*équation  du  second  ordre 


2//    , 


X 


a  pour  équation  primitive  du  premier  ordre, 

.  x*  —  2ay-|-a*==o, 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  éliminant  a  au  moyen  de  son 
équation  dérivée 

Si  on  prend  l'équation  dérivée  relativement  à  a^  on  a 

— y  +  û  =  o; 
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d*oii  Ton  tire 

Talenr  qui ,  étant  substituée  dans  la  même  équation ,  donne 
celle-ci , 

oc*  — y*=  o;  d'où  y  =±:x. 

Cette  valeur  de  y^  satisfait  aussi  à  Téquation  proposée  ; 
maLs  c*est  une  valeur  singulière ,  puisqu'elle  n  est  pas  contenue 
dans  réquation  primitive. 

Si  on  cherche  Téquation  primitive  de  Téquation  du  premier 
ordre 

il  est  facile  de  trouver  celle-ci: 

•ù  b  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  élimine  a  de  ces  deux  équations ,  on 
aura  la  suivante  : 

qui  sera  parconséquent  Tautre  équation  primitive  du  premier 
•rdre  de  la  proposée. 

On  peut  donc  aussi  chercher  uire  équation  prinoûtive  nngn- 
lière  ,  d*après  cette  équation-ci ,  en  prenant  son  équation 
dérivée  relativement  a  6,  et  Ton  trouvera 
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d'où  l'on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente^  elle  \ 

devient 

Cette  équation  donne  ces  deux-cî  : 

y  —  xyz=so,        et        X*— y*=:o. 

La  première  ne  satisfait  pas  à  la  proposée ,  car  elk 
donne 

y=^-;etdelày  =  -^-^  =  X-J  =  e. 
La  seconde  donne 

c'est  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus. 

Ainsi  les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ae 
donnent  qUe  la  même  équation  singulière.  ^ 

Il  serait  cependant  naturel  de  penser  que  des  équations 
primitives  dilFérentes  devraient  donner  aussi  différentes  valeurs^ 
singulières;  mais  nous  allons  démontrer^  à  pn'orf^  que  l'on  a 
toujours  la  même  équation  primitive  singulière  y  de  quelque 
équation  primitive  qu'on  la  déduise  ;  ce  qu'on  ne  savait  pas 
jusqu'ici. 

Considérons  tme  équation  du  second  ordre  ^  représentée  eÀ 

général  par 


H 
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Ainsi   réquation  primitive  singulière  déduite  de  r^qMtioii  i 
dérivée  relative  à  b,  sera  encore  le  résultat  de  l'élimination  de  a 
et  b ,  par  le  moyen  de  l'équation  précédente  et  des  équations 

Fi^f  y*  «>  *)  =  0i    9(.x^y>y>  fl>  *)  =  o. 

Donc  ce  résultat  sera  le  même  dans  les  deux  cas,  puis- 
que les  équations  sont  les  mêmes. 

n  suit  de  là  qu*on  peut  trouver  directement  Téqnation 
primitive  singuilière  d'une  équation  du  second  ordre ,  au  moyen 
de  son  équation  primitive  complète,  sans  connaître  en  parti-» 
culier  les  deux  équatiojas  primitives  du  premier  ordre  ;  car, 
soit 

F(x,jr,  a,  ft)  =  o 

cette  équation  y  où  a  et  &  sont  les  deux  constantes  arbitraires , 
il  n'y  aura  qu'à  éliminer  a,  b  et  V ,  9Xi  moyen  des  miatre 
équations 

en  supposant 

■ 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  équation^  des 
ordres  supérieurs,  et  en  tirer  des  conclusions  semblables.  Ainsi,  si 

« 

F(x,j^,  a,  6,  c)  =  o 

est  supposée   l'équation  primitive   entre  x  et  y,  et  les  troii 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,  d'une  équation  dérivée  du  troi* 
sième  ordre ,  les   trois  équations  primitives  du  second  prdre 
donneront  une  même  équation  primitive  singulière   de    et^j 
même  ordre    qui  ne  sera  que  le  résultat  de  l'élimination  de  i^  1 
b,  c  et  de  y,  if,  au  moyen  de  ces  six  équations 
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<p(,^>y>y>(^yb,c)  =  o, 
4  i^>  y>  y,  y\  a,  *>  c)  =  o, 

F\d)  +  b'F'ib)  +  <fFXc)  =z  o , 

4'(a)  +  6'4'(i)  +  c'4f(^c)  =  o  ^ 
^n  supposant  '      "  • 

«t  ainsi  de  suite. 

Ainsi  l'équation  du  second  ordre 


2 

X 


'._22X+,,=o, 


ayant ,  comme  oua  Ta  vn  ci-ide«siis ,  ppur  équation  primiti>'e 
entre  x  et  j^  ,  Téquation 

oc? 
o.     .    ■ 

où  a  et  6  sont  les  constantes  arbitraires  y  on  aura  tout  de  suite 
l'équation  primitive  singulière  du  premier  ordre ,  en  com*» 
binant  cette  équation  avec  son  équation  dérivée  ordinaire  ;  et 
avec  les  deux  dérivées  île  cdies-ci ,  prises  par  rapport  à  a, 
et  en  regardant  b  comme  fonction  de  a?,  y^  y'  et  ^ ,  de  ma- 
nière que  les  quantités  a,  b,  et  V  disparaissent. 

Pour  doniier  plus  de  généralité  à  cet  exemple ,  en  conser- 
vant la  const^ste  b  <lans  l'équation  dçTiyée,  je  donnerai  d'a- 
bord à  l'équation  ppaxîtive,  la  form» 


f 
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et  j'aurai  pour  sa  dérivée 


GaV       5b  •—  Gay 
QX  —  — ^  —  — - — - — ^  =  o. 
X  x^      ' 


Prenant  niàîïitenarit  les  dérivées  de  Tune  et  de  l'autre 
lativement  à  a^   il  viendra 


c         6v   '36' 

ta "^  -) =  0 , 


a;  X 


6y  _  ey     5y  _ 


a^         X        a^~^' 


b  étant  supposé  fonction  de  a. 
£n  éliminant  d*abord  V^  on  a 


-^ — ;-^-:^=o,  doua  =  y  : 


X 

les  deux  premières  donnent  ensuite, *en  éliminante, 

I  Zx  H ^  =  o  ; 

substituant  la  valeur  de  a,  il  vient 

3jc  — -«2--»  =  o,  ou  y'^— x"  =0. 

comme  plus  haut; 
5oit  encore  l'équation  du  second  ordre 

# 
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dont  l'équation  primitive  en  x  et  ^  est 

y :  x^-i-Jo:  — a*— i*  =0. 

Si  on  éliniiné  tour-à-totir  a  et  6  de  cette  éqiiation^  au 
tùoyen  de  son  équation  dérivée 


f 


y' — ax  —  i  =  o, 
on  a  ces  deujc>ci , 

En  prenant  Téquatiôn  dérivée  de  la  première  relativement 
à  a^  on  trouve 


d*où  résulté 


râleur  qui,  éta^t  subetitùée.dfuis  la  même  équation,  domis 
Demêmel'éqiiatioqdériTéeâe  la  seconde,  rçktiremeiità^tfera 


N 


_y 


Ï94 

d'où  Ton  tire 
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et  la  substitution  de  cette  valeur  donnera 

ces  deux  équations  reviennent  au   même ,  car  elles  se  ré- 
duisent l'une  et  l'autre  à  celle-ci, 

qui  est>  parconséquent^  l'équation  primitive,  singulière  de  la 

proposée  du  second  ordre. 

.  •  •       - 

On  aura  le  même  résultat  en  éliminant  immédiatement  a^ 
b  et  h\  au  moyen  de  1*  équation  primitive 


a 


de  sa  première  dérivée 

y '-^  ûx  —  i  =  o, 
^t  de  leurs  deux  dérivées  par  rapport  *  à  a  , 


of 


aa  +  (^  —  ai)  &'=  0,     X  +  ¥=z  o. 


"Ces  detik^i  donnent^  en  éliminant  b^, 


—  —  fla  ~  (o?  —  ai)  x=;  o. 
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En  combinant  celle-ci  avec  la  seconde,  on  trouve 

4(1 +a-)'  40+^)' 

tt  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  première ,  il  vient 

comme  ci-dessus. 

Si  de  réqùatiôn  primitive 

on  tire  la  valeur  de  a  en  fonction  de 

et  qu'on  la  désigne  par 

il  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  la  place  de  a^ 
dans  la  même  équation  ^  elle  deviendra  nécessairement  iden-- 
tique  ;  parconséquent  ses  équations  dérivées  relatives  à 

en  particulier ,  auront  lieu  aussi. 
On  aura  donc 

F'(x)  +  FXà)  X  *'(x)  =  o, 

etc. , 

où  j'ai  conservé,  soùs  le  signe  F',  la  lettre  a  à  la  place  do 
sa  valeur 

*(^,^,y--y" '^)- 
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De  là  on  déduira 

^y^  F'ia)' 

etc. 


*'00  -  -  rco-)' 


Donc  ^  puisque  la  quantité  F^(a)  devient  nulle  dans  le  cai 
de  Téquation  primitive  singulière^  il  s^ensuit  que^  dans  ce 
même  cas  >   les  valeurs  de 

4>'(x) ,  <tfiy) ,  4'(y) ,  etc ♦'Cy^o , 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  mojen  général  de  trouver 
réquation primitive  singulière;  et  ce  moyen  est suitotlt  utile, 
lorsque  Téquation  primitive  est  sous  la  ferme 

laquelle  paraît  échapper  a  la  règle  générale  établie  ci-dessus; 
car  on  aurait  ici 

et  de  là 

F»=-i; 

d'où  Ton  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à  Téquation 
primitive  singulière. 

n  faut  néanmoins  observer  que^  quoiqu^il  soit  vrai  que 
réquation  primitive  singulière  rend  les  fonctions 

infinies  ^  on  n'en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qoi  rea* 
dra  ces  quantités  infinies^  sera  njpie  équation  primitive  singu-^ 
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lière  ;  il  faudra^  de  plus  ^  que  cette  équation  ne  rende  pas  la 
fonction 

égale  à  une  constante^  car  on  n'aurait  alors  qu'un  cas  parti- 
culier de  l'équation  primitive , générale. 

Par  exemple  ^  si 
on  aura 

Tune  et  l'autre  de  ces  quantités  deviennent  infinies ,  en  fai*- 
sant  y  —  x  =  o ,  pourvu  que  m  <  1 . 

Mais  cette  équation 

y  —  x=o, 

rend  la  valeur  d«  «(x,  j)  égale  à  zéro  'ou  à  l'infini,  suivant 
que  m  est  positif  ou  négatif  ;  donc  elle  ne  peut  pas  être  une 
équation  primitive  singulière. 

Prenons  l'équation  du  premier  exemple 

X*—  acy -f-  a*  —  6  =  0, 
elle  donne 

donc 

^(x,j^)=-j^+i/(x*+jy*-i); 
et  de  là 

X 


où  Von  voit  que  ces  deux  fonctions  deviennent  infinies  par 
l'équation  primitive  singulière 

X*  +-y*  — w  6  =  Q. 
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Nous  ayons  trouvé  plus  haut  cette  équation  du  premier  ordre^ 

:)'0+^)+^-(^+*)y-y*=o, 

pour  réquation  primitive  singulière  de  Téquation  du  second 
ordre, 

y-^+f-y'~  (y-*y' )•-/*=«>; 

en  dégageant  la  fonction  V,  on  a 

^'^.       4  .  4  ~     ' 

et  divisant  par  ^  l/(iGy  +  4^  +  ^)  >  ^^  obtient» 

équation  dont  les  deux  membres   sont  des  fonctions  déri- 
vées exactes. 

En  prenant  leurs  fonctions  primitives,  et  ajoutant  la  cons- 
tante arbitraire  k ,  on  aura  Téquation  primitive 

V/(i6y  +  4r^  +  x4)  ==  a:  1/  (1  +x^) 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  de  ses  deux  membres. 

Cette  équation  est,  comme  Ton  voit,   bien   différente  de 
réquation  primitive  complète 

y X*  — ftx— a*  —  i*  =0: 

^ais  elle  satisfait  également  à  Téquation  proposée  du  secotnd 
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ordre,  parcequelle  satisfait,  en  général ,  à  l'équation  du  pre- 
mier ordre  ,  qui  satisfait  à  celle  du  second  ordie ,  comme 
primitive  singulière. 

Mais  cette    équation  du  premier  ordre  peut    avoir  elle- 
-même une  primitive  singulière   qu*il  est  bon  de  chercher. 

Comme  la  constante  k  est  débarrassée  des  variables  a:  etj^, 
on  a  immédiatement 

de  sorte  qu'en  désignant  cçtte  fonction  par  <l>(Xy  y)  ,  et  pre- 
nant les  fonctions  dérivées  relatives  à  x  ouy ,  on  aura  sur- 
1  e-champ 

donc ,  supposant  cette  quantité  infinie ,  on  aura  Téquation 

i6y  +  4ot^  +  oc^  =  o 

pour  l'équation  primitive  singulière  de  Téquation  du  premier 
ordre ,  qui  est  déjà  elle-même  une  primitive  singulière  de  la 
proposée  du  second  ordre. 

Elle  satisfait,  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer^  à 
l'équation  du  premier  ordre  ;  mais  elle  ne  satisfait  plus  à  cello 
du  second  ordre. 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette  même 
équation  singulière  de   l'équation  primitive  entre  x  et  j^ 

y— i-  X*  —  bx  —  a*  —  6*  =  o, 

en  déterminant  a  et  6  par  ses  deux  équations  dérivées  rela-  ^ 
tives  à  a  et  b.' 

On  aura  ainsi 

-x*-f-2a=o,x+a6=o; 


âo<5  C  k  l  C  t  i 

d*où  l'on  tiré 


a:*    ,  X 


a=-_.i=--; 


substituant  ce^  valeurs  dans  Téquation  précédente  ^  elle  de- 
viendrait 

1 


3u'  Ou 


Il  n*est  pas  difficile ,  en  effets  de  démontrer  ^  par  la  théorie 
générale  des  équations  primitives  singulières^  que  ces  sortei 
d'équations  primitives  singulières  doubles  y  résultent  de  Téqua- 
fion  primitive 

en  éliminant  les  deux  constantes  a  et  £  par  les  deux  équa-r 
fions  particidières 

F'(a)  =  o,  et  F'Q})^o. 

Et  par  là  il  est  aisé  de  voir  la  raison  pourquoi  elles  nés  éa^ 
^font  pas,   en  général^  à  Téquation  du  second  ordre,  dont 

est  l'équation  primitive  complète  avec  les  deux  constantei 
arbitraires  a  et  b. 

Car  soit 

cette  équation  du  second  ordre  ;  elle  résulte  ,  comme  nous  l'a^f 
vous  vu,  de  l'élimination  de  a  et  i  regardées  comme  cons- 
tantes, ^u  moyen  des  trois  équations 

F(x,^,a,è)=o,  FXx,y)  =  o;F\x,y)  =  o. 

Mais,  lorsqu'on  regarde  ae^b  comme  des  fonctions  de  xet^, 
l'équation  dérivée  de 


DES      FONCTIONS.  flOI 

n'est  plus  simplement 

mais  elle  devient 

n^,y)  +  a'FXa)  +  b^FXb)  =  q, 
laquelle  se  réduit  cependant  à 

en  déterminant  a  et  6  par  les  deux  conditions 

F'(a)  =^  o  et  F'(i)  =  o , 

qui  sont  celles  de  Téquation  primitive  singulière  double. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'Çx,  y)   étant  développée , 

renferme  le§  variables  x,  y^  ^,  et  les  deux  constantes  a  et  & , 

désignons-la  par  ç  (x,  j^,  y,  a,  V)  ;  il  est  clair  que  la  troisième 
équation 

F'(x,  y)  =  o, 

où  a  et  6  soilt  regardées  comme  constantes^  sera  représentée 
par 

mais ,  dans  le  cas  où  ces  quantités  sont  variables  y  elle  deviendra 
qui  ne  se  réduit  plus  à 

parceque  les  deux  fonctions  9^ (a)  et  ^'(V)  ne  sont  pas  nulles. 
Ainsi  il  est  impossible  que  Féquation 

F{x,  y,  a,b)  =  o, 

flans  laquelle  a  et  ft  sont  des^  fonctions  de  x  et  y,  déterminées 
p9r  les  conditions 
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satisfasse  généralement  à  Téquation  du  second  ordre  qui  ré- 
sulte de  la  même  équation  par  rélimination  des  quantités  a 
et  b,  au  moyen  de  ses  deux  dérivées ,  première  et  seconde , 
prises  en  regardant  a  et  b  comme  constantes. 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primitives  de« 
équations  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi  ^  si  Ton  a  F  équation  primitive 

Fix,y,a,b,c)=o, 

où  a,  by  c  sont  trois  constantes  arbitraires,  et  qu'on  détermine 
ces  trois  quantités  par  les  trois  conditions 

FXd)  —  o,     F'(6)=o,    F'(c)=:o, 


on  aura  une  équation  primitive  singulière  triple ,  qui  sera , 
parconséquent ,  la  primitive  singulière  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre ,  qui  sera  elle-même  la  primitive  singulière  d'une 
autre  du  second  ordre,  laquelle  sera  enfin  la  primitive  sin- 
gulière de  l'équation  du  troisième  ordre,  dont  la  même  équa- 
tion 

F(x,yy  a,  6,  c)  =  o 

sera  la  primitive  ordinaire  complète  avec  les  trois  constantes 
arbitraires  a,  b,  c,  mais  cette  équation  primitive  singulière 
triple  ne  satisfera  ni  à  l'équation  du  troisième  ordre ,  ni  même 
à  sa  primitive  singulière  du  second  ordre. 

Nous  avons  démontré  plus  haut,  que  les  fonctions  <t/Çjc)y 
^\y)i  <l>Xy^)>  etc.,  ^Xy^^^^^)  ont  des  valeurs  infinies  dans 
le  cas   de  l'équation   primitive  singulière  de  la  dérivée  ,  dont 

est  la  primitive  ordinaire ,  avec  la  constante  arbitraire   a. 
On  peut  conclure   de  là,  tout  de  suite ,(  que  tout  multi-' 
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plicateur  qui  rendra  une  équation  de  Tordre  quelconque  n , 
telle  que 

une  dérivée  exacte  d*une  équation  de  Tordre  inférieure— i, 
deviendra  nécessairement  infni  en  vertu  de  Téquation  primi- 
tive singulière  de  la  même  équation. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  :  on  aura  donc,  par  Thypo- 
thèse  , 

M  Cj/W  +/(a.,  y,  y..  ./«-O)]  =  *'  (x,  y,y.. ./— 3)  ; 

I 

et  Téquation  primitive  sera 
Or, 

Donc  il/  =  o'  Cy"""*^)  ;  parconséquent  la  quantité  M  de- 
viendra infinie  par  la  substitution  de  la  valeur  de  jrC«— 0  donnée 
par  Téquation  primitive   singulière. 

Cette  conclusion  suit  aussi  directement  de  la  forme  même 
des  mpltiplicateurs  ,  que  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  trei- 
zième. £n  effet,  si  Téquation  est  du  premier  ordre,  comme 

elle  n'aura  qu'une  équation  primitive  ,  telle  que 

eX  tous  les  multiplicateurs  de  cette  équation  sont  nécessaire- 
ment renfermés  dans  la  formule  — „,     n       i  *û  étatût  une 

fonction  quelconque  de  a ,  en  supposant  qu'on  substitue  pour 
fi  ça  valeur  tirée  de  la  mêmç  équatioa 
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donc  ,  puisque  F  équation  primitive  singulière  rend  la  fonction 
F'  (a)  infinie  ,  tous  les  multiplicateurs  deviendront  aussi 
infinis. 

Si    réquation    dérivée    est    du    second    ordre  ^    conune 

elle  peut  avoir  deux  équations  primitives  différentes  ^  chacune 
du  premier  ordre ,  telles  que 

^  (^>  y>  y >«) = ^  >     «*    ^(^'  j'»  y >  *) = o  ; 

et  la  formule  générale  des  multiplicateurs  sera 

4»  (a,  V)  étant  une  fonction  quelconque  de  a  et  b  ^  c'est-à^ 
dire^  de  leurs  valeurs  déterminées  par  les  équations  précédentes. 

Or  réquation  primitive  singulière  rend  nulle  chacune  des 
deux  fonctions  dérivées  F\a)  ,  F'(i)  ;  donc  tous  les  multi- 
plicateurs deviendront  infinis  dans  le  cas  de  cette  équation  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple  ,  Téquation 

qui  est  la  même  que  celle  qu'on  a  considérée  ci-dessus ,   a  , 
pour  l'un  de  ses  multiplicateurs ,  la  quantité 
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En  supposant  ce  multiplicateur  infini^  on  a 

pour  son  équation  primitiye  singulière  ;  ce  qui  s'accorde  aytc 
ce  qu'on  a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  de  trouver  les  équations 
primitives  singulières  par  les  multiplicateurs. 

Mais ,  quoiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur  doit 
devenir  infini  par  l'équation  primitive  singulière ,  on  ne  peut 
pas  dire  réciproquement  que  toute  équation  qui  fendra  un 
multiplicateur  infini  ^  sera  une  équation  singulière.  £n  effet 
la  formule   générale  des  multiplicateurs  étant  pour  le  pre- 

mier  ordre fpff\       »  ^  ®^*  évident  que  sa  valeur  peut 

devenir  infinie  sans  que  l'on  ait 

•F'(c)=o; 

,  > 

car  pour  cela  il  suffit  que    l'une  ou  l'autre  des  fonctions 
4)a  ,  ^Xy)f  reçoive  ^'une  talèur  infinie. 

Au  reste ,  on  peut  se  convaincre  aussi ,  par  ce  raisonnement 
fort  simple,  que  l'équation  primitive  singulière  doit  rendre 
infini  tout  multiplicateur  d'une  équation  d'un  ordre  quel- 
conque 71,  de  la  fornle 

I 
Car  M  étattt  im  nndtiplicatear  de  cette  équation,  on  aura 

'  Af  Cj'W  +/(^,  y.y--  y»-'))] = ^X^,  y. y .  •  •/— ')  ; 

et  l'équation  deviendra 
dont  la  primitive  sera 
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a  étant  une  constante  arbitraire. 

Maintenant  Téquation  primitive  singulière  doit  satisfaire  â 
la  proposée 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  complète 

Donc  la  valeur  de  y*^*^,  tirée  de  la  primitive  singulière , 
étant  substituée  dans  la  fonction  ^(x,y,y ..  «y""*^  i  ne  doit 
pas  la  rendre  égale  à  une  constante  ;  parconséquent  elle  ue 
devra  pas  rendre  nulle  sa  dérivée  ^  (x,  y,  y  "  •y*~*^)- 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 
et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

^  [/"  +fi^,  y,  y-'  •/"-'')]  ; 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  tendra  la  quan- 
tité M  infinie. 

C'est  à-peu-près  de  cette  manière  que  Laplace  a  démontré 
le  premier  cette  proposition  importante  que  d'autres  géo- 
mètres avaient  entrevue ,  mais  dont  on  n'avait  pas  encore 
donné  une  démonstration  rigoureuse.  Voyez»  son  Mémoire  sur 
les  Solutions  particulières,  parmi  ceux  de  l'Académie  des 
Sciences  de  177a. 
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LEÇON     QUINZIÈME. 

Comment  T équation    prim^itive    singulière 
résulte  de  V équation  dérivée. 

Jt  A  R  les  principes  que  nous  venons  d'établir ,  on  peut 
trouver  T  équation  primitive  singulière  de  toute  équation  dé- 
rivée dont  on  connut  déjà  l'équation^primitive  de  Tordre  im- 
médiatement inférieur,  ou  dont  on  est  en  état  de  trouver 
cette  équation  à  Taide  d'un  multiplicateur. 

Nous  allons  voir  maintenant    cominent   on    peut   déduire 
réquation  primitive  singulière  de  l'équation  dérivée  seule. 

Pour  cela ,  il  fiaut  examiner  ce  que  l'équation  dérivée  de- 
yvànt  dans  le  cas  de  l'équation  primitive  singulière. 

Reprenons  le  principe  fondamental  des  équations  primitives 
singulières. 

5i 

F{x,y,  c)  =0, 

est  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier  ordre , 
celle-ci  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante  a, 
au  mioyen  de  son  équation  dérivée 

relative  kx  ^ty\  et  l'équation  primitive  singulière  sera  le  ré- 
sultat de  l'élimination,  de  la  même  quaritité  a ,  au  moyen  de 
l'équation  dérivée 

relative  à  a. 

âuppo30Q3  que  Ton  tire  de  l'équation 
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la  valeur  de  a  en  fonction  de  x,  y  et  y,  que  je  rej^ésenterai 
P^  ^(p^tyty)t  ^^  qu'on  substitue  cette  fonction  auJieu  de  a, 
dans  l'équation  primitive 

on  aura  une  équation  tnx,  y,  y  qui  sera  la  dérivée  de  la 
proposée. 

Ainsi  y  en  désignant  simplement  par  9  Iafonction^(x^jf^^, 
on  aura 

-PC^^^y,  0  =  0 

pour  l'équation  dérivée. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  celle-ci  j  et^   comme  ^ 
est  une  fonction  des  variables  x^  y>y>  ^^  ^ira  cette  équation 

OÙ  l'expression  F'(r,  y)  est  la  même  chose  que  le  premier 
membre  de  l'équation  ci-dessus 

si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  a  il  j  a  sa  valeur  ^  ,  tirée  de  cette 
même  équation  ;  d'où  il  suit  que  l'expression  dont  il  s'agit  sera 
identiquement  .nulle ,  puisqu'elle  est  censée  êU'e  le  résultat 
de  la  substitution  de  la  valeur  de  a^  qui  la  rend  nulle. 

La  dérivée  de  l'équation  du  premier  ordre 

Fi^jy>  0  =  0, 
6e  réduira  donc  simplesnent  à  celle-^i ,       .. 

^'F'(^)  =  G, 
laquelle  se  décompose ,  comme  Ton  voit^  en  ces  deux-ci, 

(j>'=.o,      et      F' (0  =  0. 
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La  première 

<l>'  =  o,  savoir,  <p' (x,jr,  y)  =  ©; 

est  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  la  valeur  de  y" 
en  X,  y  et  y. 

Cette  équation  a  pout  équation  primitive  <^  égal  à  one  cons^ 
tante  arbitraire  ;  ainsi  . 

ç  ss  a X  et  F(x,  j^,  9)  =  o 

sont  detix  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  tnêmè 
équation  du  second  ordre 

donc^  par  la  théorie  ejcposée  dans  la  leçon  douzièine^  éliiiii-^ 
Sianty  dé  ces  deux  équations ,  on  aura  Téquation  primitive  dé 

^(^ij',  Ç)  =  o, 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire  ;  mais  comme  y' 
tiest  contenue  que  dans  la  fonction  ^,  le  résultat  de  cette  éli^ 
mination  sera  le  même  que  ôelui  de  Téliminatioil  de  ç  ;  par-=< 
conséquent  ce  résultat  sera 

ce  qui  redonne  la  même  équation  priihitive  d'où  Ton  était 
parti. 

Considérons  maintenant  Tautre  équation 

tsUe-ci  satisfait  aussi ,  comme  l'on  voit ,  k  la  même  équation  du 
second  ordre  ;  mais  comme  elle  ne  contient  que  les  fonctions 
V  et  y,  elle  peut  être  regardée  comme  une  équation  primi- 
tive du  preinier  ordre  de  la  même  équation  ^  mais  sans  cons* 
tante  arbitraire.  Ainsi .  en  éUiniaanty  pv  le  moyen  de  celles 

O 
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ci  ^  et  de  ré(juatioii  du  premier  ordre 

Pi^>Y>  0  =  o, 

on  aura  une  nouvelle  équation  primitiye  de  cette  même  éqtuh 
tion ,  qui  fera  nécesiairement  différente  de  Féquatioa  pri^ 
mitive 

Or ,  comme  la  quantité^  n'est  contenue  que  dans  la  fonc- 
tion 9>  le  résultat  de  l'élimination  de^^  des  deux  éqoationi 

^'(0  =  o,  et  Fix,y,  ç)  =  o, 

sera  le  même  que  celui  de  l'élimination  de  ^f  comme  nous 
l'ayons  déjà  observé  plus  haut;  et  ce  résultat  sera  évidem- 
ment le  même  que  celui  de  Télimination  de  la  quantité  «  det* 
deux  équations 

F'(a)=o,  et  F(x,y,  a)  =  o. 

Donc  y  par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  leçon  précédente, 
ce  résultat  donnera  l'équation  primitive  singulière  de  l'équa- 
tion dérivée  dont 

Fix,y,à)  =  o 

est  l'équation  primitiye  ordinaire ,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire. 

D'où  Ton  doit  conclure  que  l'équation 

donnera ,  par  l'élimination  de  y^,  la  même  équation  primitive 
fiogulière  de  la  proposée  du  premier  ordre 

P(pffyf^)  =  o, 

qu'on  tut  trouvée  d'après  son  équation  primitive 

F(x,y,a):=:o, 
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fttiivant  les  principes  et  la  méthode  exposés  dans  la  leçoa 
précédente. 

On  voit  par  là  qu'il  est  toujours  possible  de  mettre  Féqua- 
tion  dérivée  ^u»  un»  forme  •  telle  qtie  sa  dérivée  donne 
elle-même  immédiatement  Téquatioi»  primitive  singulière^  s'il 
y  en  a  une  ;  et  c'est  une  observation  qui  n'avait  point  en- 
core été  faite  jusqu'ici. 

Reprenon»  Té^oatioii  au    premîei^  «xerapk    de  ht   leçon 

précédente. 

x^  —  aay  —  a"  —  i  =  o  ^ 

en  la  regardant  comme  tme  équation  primitive  dont  a  est  la 
constante  arbitraire;  pour  avoir  l'équation  dérivée  qui  ait  la 
propriété  dont  il  s'agit  >  îi  faudra  y  substituer  pour  a  sa  va- 
leur -^  tirée  de  la  dérivé* 

y 


X'^  GV'  =  O. 


Ainsi  l'équatlkm  dérivée  dont  ii  s'agit  stva 

y   y 

En  prenant  la  dérivée  de  celle-ci ,  on  a 
équation  qui  se  réduit  à 

comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  la  leçon  douzième. 
Eu  la  mettant  sous  lar  forme 


ûj 


iy-f)  (y^0- 


5à 
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on  voit  qu'clla  revient  à 

en  supposant 

F(x,  y,  a)  =  cr*  — acy  — fl^  — fi, 
et  prenant  pour  ^  la  valeur  de  a  ,  tirée  de  Téquatioxi  primf 

X  —  ay  =  G. 
Le  facteur  du  premier  ordre  donne  Téquatioii 

y +  -7  =o,     dou   j^  y* 

yalçur  qui ,  étant  substituée  dans  Téquation  du  premier  ordre  ; 
la  réduit  à 

-    •        X* — fc-J-fly*— jf»=o  ou  0::*+^  — 6  =  0, 

équation  primitive  singulière,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvée; 
car  Téquation  'dérivée  que  nous  considérons  ici^  est  la  même 
que  r  équation 

yi/(a:*+y-.6)— jy  — x=o, 

que  nous  avons  considérée  dans  le  premier  exemple  de  la 
leçon  précédente  ;  mais  sous  cette  forme ,  elle  n'aurait  pas 
son  équation  prime  décomposable  en  deux  facteurs. 

Le  facteur  du   second  ordre  -r  —  -^   étant  fait  égal  a 

y     y 

zéro  ,  donnera 

V*  —  l' 

y  —  x' 

On  aurait  aussi  facilement  par  ce  facteur  Téquation  primitive; 
car  étant  la  fonction  dérivée  exacte  de  -7 ,  il  donnera  tout  de 
iuite  1  équation  primitive  du  premier  ordre 


X    . 

r7  =  «; 


/» 
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liiultiplîant  par  siy' ,  et  prenant  de  nouveau  les  fonctions 
primitives ,  il  vient 

a  et  c  étant  des  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée  n'étant 
que  du  premier  ordre ,  ne  peut  avoir  qu'une  constante  arbi- 
traire ;  il  faut  donc  qu'il  y  ait  une  relation  entre  ces  deux 
arbitraires;  pour  la.  trouver  il  faut  substituer  dans  la  proposée 
les  valeurs  de  y  et  y'  tirées  des  équations  primitives  que  nous 

oc^  "^^  c      oc 

venons  de/ trouver.  Ces.  valeurs  sont  et    ,  et  l'on  aura 

2a         a 

x*  —  i  — x*-f.c— a*rso,  et  de  là  c  =  a*-f-6; 

de  sorte  que  l'équation, prin^tiye  sera 

X*  =  aoy^-f-  a?  -f:  6  =  o, 
comme  ci-dessus.  , 

Il  n'est  pas  même  nécessaire  de  passer  à  une  seconde  équation 

^   ■ 

ce 
primitive;  car  ayant  trouvé  -7  =mï,  il  n'y  a  qu'à  substituer  tout 

.de  suite  la  valetu:  de  y  =  -  dans  la  proposée  du  premier  ordre  j 
et  l'on  aura  aussi 

Considérbiisîtps  équations  '  du  second  oi'dre.^it  - 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  dérivéa 
du  second.  ♦  '         :  -.     -    : 

En  éliminante  au  moyen.de  l'équation 

on  aura  l'équation  du  second  ordre  ;  et  en  l'éliminiant  au  moyen 
de    'équation 

•n  aura  Téquatlôn  primitive  singulière. 
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Soit  f  C^»y>y$y")  ou  »impl«iaeiit  9,  la  Ttftlear  de  il  ai 
fonction  de  x ,  ^,  y%  y,  tirée  de  Téquation 

«n  substitoant  cetta  valeur  dans  Téquatioii  priiAhm  >  on  aura 
une  équation  dérivée  de  la  forme 

et  si  on  prend  F  équation  dérivée  de  celle-ci^  il  est  visible  que  I4 
partie  F'(a7,  y,  y'X  relative  à  la  variation  de  x,  y^  j/,  sera  iden- 
tiquement nulle  ^  puisque  la  quantité  f  ^  ^  y  «^^Qgardée 
comme  constante ,  est  supposée  déterminée  par  relation  même 

^  i^^y>y)=o. 

Il  ne  restera  donc  que  l'équation 

qui  te  décompose  en 

L  eqpiatkm 

sera  du  troisième  .ordr^ ,  ^t  donnera  la  v^eur  4éy.  SdB  équait 

tion  primitive  sera  évidemment 

€n  prenant  a  pour  une  constante  quelconqi||.  ÉHminant  y*^, 
qui  est   contenu   dans  ç ,    aui  moyen  de  Téquation   dérivée 

on  aura  le  même  résultat  que  par  l'élimination  de  ^  ;  c'est*àn 

dire, 

F{x,y,y,a)  =  o, 

équation  primitive. 

L'autre  équation 

F'M-o 

donnera  aussi ,  par  l'élimination  âe  y",  le  même  résultat  que 
p^  l'élimination  de  Çj,  et  parcon^équent  le  même  résultat  q^ 
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par  râtimination  de  a,  au  moyen  d«8  équations 

F'(a)=o,etF(aî,j^,y,a)  =  o; 
qui  sont  les  mêmes,  en  y  changeant  a  en^. 

Donc   ce  résultat  5era   l'équation  primitive  singulière  de 
réquation  du  sècèiid  ordre  dont 

est  réquation  primitive  du  premier  ordre; 
L*équation  du  second  ordre 

que  nous  avons  considérée  dans  les  leçons  précédentes ,   a 
pour  dérivée' 

qu'on  peut  mettra  éous  cetbe  forme 

Le  facteur  y"  — ^  n'étant  ^e  du  même  ordre  que  la  pro- 
posée ,  donnera,  par  l'élimination  dej^'^,  une  équation  primitive^ 
singulière  de  celle^i;  car  en  faisant 

y* — •2L=::o,onay*='2-. 

valeur  qui  étant  stibstituéé  dans  là  proposée^  dôhnà 

—  -^-{-issO',  savoir,  a:* î—y^sso , 

comme  nous  l'avons  trouvé  dans  k  leçeii  j^réoédeàtè; 
L'autre  facteur  donnera  l'équatiôi)  du  troisième  ordrô 
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qui  étant  divisée  par  r,  a  pour  primitive  du  second  ordre 

a  étant  une  constante  arbitraire  ;  celle-ci  donne 

'         a 
substituant  cette  valeur  dans  la  proposée,  on  a 

^  + 1  =o  :  ou  X*  —  aaV  +  û*  =  o,     • 

équation  primitive ,  comm^  ou  Ta  ^vu  dans  la  le^on  citée. 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  d'un  ordre 
quelconque  ;  et  Ton  en  peut  conclure  ,  en  général ,  que  toute 
équation  dérivée  est  susceptible'  d'une-  forme  telle  que  sa 
dérivée  ait  deux  facteurs  ,  dont  Tun  réponde  à  l'équation 
primitive  ordinaire  ,  et  dont  l'autre  donne  immédiatement 
l'équation  primitive  singulière,  s'il  y  en  a  une;  ce  qui  jetto 
un  nouveau  jour  sur,  la  liaturè  des  équations  primitives  singu- 
lières :  car  il  est  évident  que  les  deux  facteurs  de  l'équation 
dérivée  étant  indépendans  l'un  de  l'autre  >  doivent  ^^tisfaire 
chacun  en  particulier  à  cette  équation ,  et ,  parconséquent 
aussi  à  son  équation  primitive  proposée. 

En  même  temps  on  voit  que  le  facteur  qui  donne  Téquation 
primitive  singulière ,  et  qui  est  du  même  ordre  que  la  proposée, 
ne  pourra  pas  satisfaire  aux  équations  des  ordres  supérieurs, 
puisqu'il  ne  satisfait  pas  à  celle  qui  résulte  de  l'autre  facteur, 
et  qui  contient  seule  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  plus 
élevé  que  la  proposée. 

Je  considère  maintenant  que ,  comme  toute  *équation  dérivée 
du  premier  ordte,  ^elle  que 

ne  peut  être  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constant^l 
arbitraire  a,  au  moyen  de  l'équation  primitive 
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et  de    sa  dérivée 

ainsi  que  nous  Tayons  yu  dans  la  leçon  douzième^  et  que 
r  équation 

est  déjà  le  résultat  de  cette  élimination  par  ce  que  nous  avons  dé- 
montré plus  haut  j  il  suit ,  de  la  théorie  connue  de  l'élimination, 
que  si  les  deux  équations 

/(^>^>y  )  =  Ç> et  FCx,^, (p)  =  o, 

ne  sont  pas  identiques,  elles  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  qui  affectera  Tune  des  deux ,  et  qui  ne  pourra  être 
qu'une   fonction  de  x,yety. 

Supposons  donc  que  JW soit  un  pareil  facteur,  ensortc  qu'on 
ait  l'équation  identique 

fi^>y>y)  -MxFix.y,  O. 
Ou  aura  donc  en  prenant  les  fonctions  dérivées 

fX^,y,y)  =  MxF'ix,y,^)  +  Mx,F(x,y,  (ç); 

mais  nous  avons  déjà  vu  que  la  dérivée  de  F(  x,y,  ^)  se  réduit 
à  (p'  F'  ((p);  donc  substituant  q/F'Qp)  pour  F^Ç^x^y,  ç),   et 

'    fC^  y  y') 
mettant  à  la  place  de  F(cg,^,^)  sa  valeur^  ^    'j^'-^  -;  on 

aura 

c'est  la  forme  générale  de  la  dérivée  de  la  fonction /(or,  y,  y) 
qui  est  le  premier  membre  de  l'équation  proposée.  . 

On  voit  par  là  qu'étant  proposée  l'équation  du  premier 
ordre 
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on  pourra  satisfaire  à  sa  dérivée 

indépendamment  de  la  valeur  de^" ,  par  le  moyen  de  Téqtia- 
tion  du  même  ordre 

F'  (^)  =  o, 

combinée  avec  la  proposée  ;  de  sorte  que  ces  deux  éqjoAticms 
pourront  être  regardées  également  comme  des  équations  pri-^ 

mitives  du  ptemier  ordre  de  la  même  é<{uation  dérivée 

du  second  ordre.  Parconséquent  il  n'y  aura  qu'à  éliminer 
y  entre  elles  pour  avoir  une  équation  primitive  de  la  proposée  » 
laquelle  ne  sera  qu'une  primitive  singulière,  comme  nous 
Tavons  démontré  ci-dessus. 

Maintenant  si,  dans  la  fonction  dérivée/' (a?, ^, y'),  on 
sépare  la  partie  affectée  de^^'/elle  devient  j^"/"  (y)  ^-/^C^jJ')» 
suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée.  Ainsi  la  dérivée 
de  réquation  proposée 

ter^ 

et  îl  est  visible  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  i&dér-^ 
pendamment  de  la  valeur  de  y" ,  qu'en  égalant  séparément . 
à  zéro  les  deux  fonctions/'  (y)  et/'  (^i^>)*>  il  Mt  facile 
de  voir,  en  effet,  par  la  comparaison  de  l'expression  précé-* 
dente  de/'  (jc,  ^,y  )  aVec  la  forme  générale  troutée  ei-desststs^ 
que  les  deux  équations 

F'W=oJix,y,y')=zo 
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emportent  ces  deux-ci , 

et  réciproquement. 

On  aura  d^nc  Téquation  primitive  singulière  de  la  proposée  ; 

en  faisant  dans  sa  dérivée 
les  deux  équations  réparées 

/(/)  =  ©,/ (X,^)  =  Q, 

et  éliminant  la  fonction  j/  au  moyen  de  la  proposée; 

Si  les  deux  résultats  donnent  la  même  équation  entre  x 
et  y  y  ce  sera  Téquation  primitive  siiagulière;  sinon  ce  sera 
une  marque  que  la  proposée  n  admet  pas  d'équation  primitive 
de  cette  espèce. 

Lorsque  les  deux  fonctions/'  (j')  et/'  {oc,  y')  ont  un  facteur 
commun,  ce  facteur  égalé  à  zéro,  remplit  les  deux  condi- 
tions ,  et  donne  Téquation  primitive  singulière  par  F  élimination 

de  y^ ,  au  moyen  de  la  proposée  :  c'est  le  cas  où  celle-ci 
est  de  la  forme 

comme  nous  Tavons  vu  au  commencement  de  cette  leçon.  ïl 
y  a ,  au  reste ,  une  forme  plus  générale  que  celle-ci ,  où  la 
dérivée  est  toujours  décomposable  eti  deux  facteurs  dont  Tua 
donne  Téquation  primitive  singulière  ;  nous  en  parlerons  plus 
bas. 

L'équation  du  premier  ordre 

y*  (a:»— 4)— floyy  —  x»=:g, 

qui  est  la  même  que  nous  avons  considérée  au  commen- 
cement de  cette  leçon,  mais  multipliée  pary%  a  pour  dérivée 
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On  voit  ici  que  les  deux  fonctions  y' (x*—-i)  —  apy  ^ 
yy'  -f-  X ,  n'ont  aucun  facteur  commun  -,  cependant  ,  si  on 
les  fait  chacune  séparément  égale  à  zéro  ^  elles  donnent  ces 

deux  valeurs  de  y':  savoir,  ■  ■  «^  ,  et ,  qui  étant  substî- 

tuées  dans  la  proposée,  donnent  ces  deux-ci, 

lesquelles  se  réduisent  à  la  même ,  savoir. 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  propo*- 
sée ,  comme  nous  l'avions  déjà  trouvé. 

Je  remarque  maintenant  que  Téquation  du  premier  ordie 
ayant  pour  dérivée 

//(y)+/(*,>)=o, 

donne  en  général 

Mais  nous  venons  de  voir  que ,  dans  le  cas  de  Téquatiofl 
primitive  singulière,  on  a  séparément 

/(y)=o,/(x,>')=o; 
donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

y=-o' 

ce  qui  donne  cette  règle  générale  et  fort  simple  pour  trouver 
l'équation  primitive  singulière  de  toute  équation  du  premier 
ordre,  lorsqu'il  y  en  a  une.   ^         — "^  , 
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Cherchez,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  la  valeur 
de  la  fonction  seconde  y^ ,  et  supposez-la  égale  à  zéro  divisé 
par  zéro ,  [vous  aurez  deux  équations  en  x ,  y  et  y' ,  qui , 
étant  combinées  avec  la  proposée ,  donneront,  pat  1* élimination 
de  y  y  deux  autres  équations  en  x  et  y.  Si  elles  ont  un 
facteur  commun,  ce  sera  l'équation  primitive  singulière  de 
la  proposée. 

On  peut  appliquer  ce  procédé  à  l'exemple  que  nous  avons 
traité  ci-dessus. 

Soit  encore  l'équation  du  premier  ordre 

«a  dérivée  sera 

d'où  l'on  tire  ' 

•^  arCaxy— 3y)  * 

Fîûsant  cette  expression  =  - ,  on  aura  les  ,deux  équationt 

^^ — ^y  — 3a;*=o,  axy— 3y  =  o; 

d'où  il  faudra  éliminer  y  par  le  moyen  de  la  proposée.  La 
seconde  donne 

y       ax' 

cette  valeur  substituée  d'abord  dans   la   première  ,  doon» 
celle-ci 

«t  substituée  dans  k  proposée,  elle  dom^ 
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ces  deux  éqmationa  se  réduisent  j  comme  Von  yok ,  tunt  et 
Tautre  à  celle-Kd 

qui  sera^  pareonséquent ,  l'équation  primitive  singulière  delà 
proposée. 

On  peut  8*en  assurer,  en  effet,  par  Téquation  primitive 
qui  est 


X* 


y  —  ax  —  — '  =0, 
où  a  est  la  constante  arbitraire.  Sa  dériyée  relative  i  a,  sera 

laquelle  donne 

a*=  X  et  a  =  v^  a:; 

et  réquation  primitive  devient ,  par  la  substitution  de  ceitâ 
valeur, 

^M— aa::i/a?==o,  ou  y\ — ^sso; 

la  même  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  est  facile  de  voir ,  par  l'expression  générale  de  y,  que 
non^seulement  cette  expression  devient  -  en  vertu  de  l'équa- 
tion primitive  singulière ,  mais  que  les  expressions  des  fonctions 
suivantes^",  y*,  etc.  deviendront  aussi  -  en  les  réduisant  d'abord 

en  simples  fonctions  dey',  y",  etc., ^tirées  de  l'équation  proposée , 
et  substituant  ensuite  la  valeur  de  y  en  x ,  donnée  par 
réquation  primitive  singulière. 

On  peut  regarder  cette  propriété  de  l'équation  primitive 
singulière ,  comme  son  vrai  caractère  distinetif  ;  et  l'on  peut 
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se  convaincre  d'ailleufs  que  son  existence  dépend ,  en  effet, 
de  ce  que  les  yaleurs  des  fonctions^'', ^^^^  etc.,  des  ordre» 
supérieurs  à  la  proposée^  demeurent  indéterminées. 

Car  si  ces  valeurs  ne  devenaient  pas  indéterminées  dans 
le  cas  de  l'équation  primitive  singulière ,  on  pourrait ,  dans 
ce  cas  même  y  employer  la  formule  générale  donnée  dans 
la  leçon  douzième 

dans  laquelle  y*,  y',  ^®",  etc.  sont  les  valeurs  qui  répondent 
à  jc  =  o  ;  et  la  quantité  y*,  qui  est  la  constante  arbitraire , 
recevrait  alors  une  valeur  particulière  dépendante  de  cette 
équation  ;  de  sorte  que  la  valeur  à»  y  en  a:,  au  lieu  d*être 
une  valeur  singulière,  ne  serait  plus,  contre  Thypothèse^qu^uii 
cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

II  arrive  donc  ici  ce  qui  a  lien  dans  les  formules  géné- 
rales, lorsqu'il  y  a  des  cas  qu'ellesjie  peuvent  pas  représenter: 
elles  donnent  alors  zéro  divisé  par  zéro  ;  c'est,  pour  ainsi  dire, 
le  moyen  que  l'analyse  emploie  pour  échapper  aux  contra- 
dictions; les  racines  imaginaires  n'indiquent  pas ,  à  proprement 
parler  ^  une  contradiction ,  mais  une  impossibilité. 

Cette  théorie  s'applique  également  aux  équations  des  ordres 
supérieurs  au  premier,  et  fournit  des  conclusions  semblables* 

£n  représentant  par 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  du  s«« 
cond  ordre ,  nous  avons  vu  que  celle-ci  peut  se  réduire  à 

et  que  sa  dérîyéa  sera  alors 
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Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  sous  laquelle  une 
équation  proposée  du  second  ordre  pourra  se  présenter  ,  comme, 
en  dernière  analyse ,  elle  doit  toujours  être  le  résultat  de 
la  même  élimination  qui  donne  l'équation 

il  s'ensuit  qu'elle  ne  pourra  être  que  celle-ci  multipliée  par 
une  fonction  quelconque  du  même  ordre  ou  d'un  ordre 
supérieur. 

Ainsi  f  si  l'équadon  proposée  tsi 
on  aura  nécessairement 

Jlif  étant  une  fonction  de  x^yy^^y". 

De  là  ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  et  mettant 
F'  (ç  )  X  ^'  pour  F\x,y,y^,  (p  ),  on  aura,  comme  plus  hautj 
l'équation 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  Ton  pourra  satisfaire  a 
la  dérivée 

de  la  proposée ,  indépendamment  de  la  valeur  de  la  fonction 
tierce  j^*,  au  moyen  des  deux  équations  du  second  ordre  , 

F'M  =  o    et   /(x,^,y,/)  =  <s,       ' 

dont  la  seconde  est  la  proposée;  et  qu'on  aura  l'équation 
primitive  singulière  de  celle-ci,  en  éliminant^"  des  mêmes 
équations.  Or  la  dérivée  de  la  proposée  étant  de  la  forme 

on 
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on  n'y  peut  satisfaire^  indépendamment  de  la  valeur  de  y*, 
que  par  les  deux  équations  séparées 

Il  faudra  donc  éliminer  j''^  de  chacune  de  ces  deux  équations, 
au  moyen  de  la  proposée 

et   si  les  deux  résultats   donnent   une  même  équation  y    ce 
sera  Téquation  primitive  singulière  de  la  proposée. 

On  voJLt,  en  même  temps,  que  puisqu'on  a,  en  général, 

les  deux  équations  dont  il  s'agit  rendent  la  valeur  de^**  égale 

à  -  ;  de  sorte  que  l'on  peut  regarder  la  condition  àty^zzz.  - 

comme  celle  qui  détermine  l'équation  primitive  singulière  de 
la  proposée  du  second  ordre. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  d'un  ordre 
quelconque  n^'^'j  on  en  conclura  que ,  pour  trouver  son  équa- 
tion primitive  singulière ,  si  elle  en  a  une  ,  il  faudra  tirer  de 
sa  dérivée,  la  valeur  de  la  fonction  j^^""*"*)  de  l'ordre  suivant, 

et  la  faire  =  - ,  en  égalant  séparément  le  numérateur  et  la 

dénominateur  à  zéro ,  et  éliminer  ensuite  de  ces  deux  équa- 
tions la  fonction  ^^"^  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  ces  deux  éliminations  donnent  un  même  résultat,  ce  sera 
l'équation  cherchée. 

Nous  avons  vu  plus  haut ,  que  l'équation  du  second  ordre 

y^^^^yl   +1=0, 


aa6  CALCUL 

a  pour  dérivée  une  équation  résoluble  en  facteurs  dont  Tun 
qui  n'est  que  du  second  ordre ,  donne  sur-le-champ  l'équa- 
tion primitive  singulière  par  l'élimination  dey**.  Mais  si  la 
même  équation  était  proposée  sous  la  forme 

la  dérivée 

a(^''-y)j''-/*+i=o. 

ne  présenterait  plus  de  facteur. 
Or  elle  donne 

•y  =  flCxy"''-/)- 

Égalant  à  zéro  séparément  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur^ on  a  ces  deux  équations , 

/^— 1=0,       et      xy'—y  =  o. 

La  première  donne  j^"  =  ih  1  ;  ce  qui  étant  substitué  dans 
la  proposée ,  donne 

2  (x  dtiy'  )  =  o  ;  ou  y* — a;*=o. 
La  deuxième  donne 

y   ~  x' 
dont  la  substitution  dans  la  proposée,  donne 

X 

Ainsi  cette   équation  est  la  primitive  singulière  de  la  pro- 
posée ,   comme  nous  Tavons  déjà  trouvé.     - 

Considérons  encore  l'équation  du  second  ordre 


—  -^  +  07  =  0 ,  savoir, y* —  ce*  =  o. 


x" 


y-^+-y-iy-^fy-f'=^o. 


^  -. 
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Prenons  les  fonctions  dérivées  pour  avoir  la  valeur  de  y*, 
on  trouvera 

y  -y + ^''  -  ^'' + f  r + 2 cy -  xy^^-y-^yy^o, 

c'est-à-dire , 

[f +^cy-^y)^-^y]y=°> 

d'où  Ton  voit  que  y"  deviendra  -  en  égalant  à  zéro  le  facteur 
par  lequel  il  est  multiplié. 

On  aura  ainsi  cette  seule  condition 

f.  +  f2(y_;r/)a:  — fl/=:o, 

d'où  l'on  tire 

•J'-  4(1 +070  • 

Cette   valeur  étant  substituée   dans  la  proposée,  donnera 
l'équation  singulière 

y—^  -1-  a  ^  4(1 +a^)  16(1 +X')»  —  °  » 

laquelle  se  réduit  tout  de  suite  à  celle-ci 

L'équation  du  troisième  ordre 

que  nous  venons  de  trouver  pour  la  dérivée  de    la  proposée 
du  second  ordre,  donne  naturellement 


y'^tz.o^ 


Pa 
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d  où  Ton  tire  succeaaiyement  par  les  fonctions  priimtiy  es. 


et 


y^z  ^*+**^+^> 


Of  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires  ^  relativement  i  Féqua- 
tion 

y  =o; 

mais  comme  la  proposée  n*est  que  du  second  ordre  ,  elle 
aura  une  constante  arbitraire  de  moins;  et  en  y  substituant 
les  valeurs  précédentes  dey,  y' y  y",  elle  devient 

c  —  h^^^a^  =  o; 

ce  qui  donne  c  =  a^  -f~  ^%  dt  manière  que  Téquation  primitive 
en  x  et  j^  devient 

y~^a^  +  bx+a-  +  b\ 

comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  de  la  dérivée  de 
l'équation  proposée,  donnent  directement,  l'un,  l'équation 
primitive  singulière  du  premier  ordre  ;  l'autre ,  l'équation  pri- 
mitive en  a:  et  ^  ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  ci-dessus  dans 
un  autre  exemple. 

Nous  avons  vu ,  au  commencement  de  cette  leçon ,  que 
l'équation  dérivée  d'une  équation  primitive 

peut  être  représentée  par 
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OÙ  ^  est  mis  pour  (p  (pc,yfy')y  cette  fonction  étant  la  valeur 
de  a ,  tirée  de  l'équation   prime 

et  nous  avons  vu  en  même  tems  que  l'équation  primitive 
singulière   rend  la  fonction  jP'( 9)  nulle. 

Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible ,  que  Féquation  dé- 
rivée proposée  soit  réduite  à  la  forme 

donc ,  si  dans  l'équation 

i 

on  substitue  à  la  place  de^'  sa  valeur -—y (a:,  j^),  elle  de- 
viendra nécessairement  identique  ;  parconséquent  ses  deux 
équations  dérivées  relatives  l'une  à  x  et  l'autre  à^,  auront  lieu 
chacune  en  particulier. 

On  aura  donc  ainsi,  puisque  la  quantité  j^  n'est  conte- 
nue que  dans  la  fonction  ^  ^  ces  deux  équations ,  dans  les- 
quelles F\x)  ,  FXy)  et  F'(^)  dénotent,  comme  à  l'ordinaire, 
les  fonctions  dérivées  de  FÇxjy,  ç),  prises  relativement 
à  a:,j^  et  (p, 

F'  dx)  -  F^  (O  X  (p'  (/)  X/'  (a:)  =  0, 
F'  dy)  -  F' W  X  ^'  (/)  Xf  (^)  =  o, 
d'où  l'on  tire 

J  «-^J  -  F'ip)  X  ç'.Cy)  '    ^  ^^^  ~  F'  (?)  X  ç'  {yj 
Or  l'équation  primitiTO  singulière  rend 

F'(<}>)  =  p;  .  ...        „         , 

donc  elle  rendra  infinie  les  deux  fonctions  fipc)  etfXyi^ 
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Ce  qui  fournit  un  caractère  fort  simple  pour  reconnaître  û 
une  valeur  qui  satisfait  >  sans  constante  arbitraire ,  à  une  équa- 
tion dérivée  donnée,  est  une  valeur  singulière  ou  simple-* 
ment  un  cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

Cette  propriété  peut  servir  aussi  à  trouver  les  valeurs  sin- 
gulières dont  une  équation  dérivée  est  susceptible  ;  car  si  Té- 
^uation  qui  rend/'(x)  et  f\y)  infinies ,  satisfait  ea  même 
tems  à  la  proposée 

elle  en  sera  Véquation  primitive  singulière. 
L'équation , 

qu'on  a  déjà  considérée  plus  haut  ^  donne 


X 


d'où  Ton  tire 

f '  (^\  — l 

^  ^^^  \/io^  +  y'-b)x\:v^ix^+y^—b)^yy 

Ces  deux  quantités  deviennent  infinies  par  la  supposition  do 

ainsi   que    par    celle  de 
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la  première  donne  v 

ac^ — 6  =  0, 

Taleur  qui  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée  qu'en  faisant 

6  =  0; 

la  seconde  donne 

ocf^  +  J'*  —  6  =  0; 

équation  qui  satisfait  à  la  proposée,  et  qui  en  est,  parcon- 
«équent  ,  l'équation  primitive  singulière  ,  comme  on  l'a  déjà 
vu  plus  haut. 

Appliquons  la  même  théorie  aux  équations  du  second  ordre  ; 
on  a  vu  qu'elles  peuvent  être  représentées  par 

en  supposant  que 

P^^yy^fy  û)=o, 

soit  l'équation  primitive  du  premier  ordre ,  et  que  (pou  ç  (p^)y>y) 
soit  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  prime 

On  a,  vu  en  même  tems,  que  l'équation  primitive  singulière 
est  donnée  alors  par  Téquation 

F'  ((?)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  proposée  soit  réduite 
à  la  forme 

Donc,  si  dans  l'équation 
on   substitue  pour  v"  sa  valeui;  — f{X}y,y')>  on  aura  une 

ï'4 
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équation  identique  dont,  parconséquent^  la  dérivée  aura  lien 
par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y^  y  en  particulier. 

Ainsi,  comme  la  fonction  y"  n'est    contenue  que    dans  la 
fonction  <^y  on  aura  ces  trois  équations  : 

F'  (X)  -  F'  (ç)  X  <f'  (/)  X  /'  (x)  =  o  , 
F'  {y)  -  F'  (ç)  X  ç'  (y)  X  /'  (jy)  =  o  , 
^  (y)  -  F'  (?)  X  ç'  (y)  X  /  0")  =  o  ; 

d'où  Ton  tire 

F'Ç^x) 

J  ^•'^^-n?)x?^(yy 

L'équation  primitive  singulière  étant  donnée  par  l'équation 
il  s'ensuit  qu'elle  rendra  infinies  les  trois  fonctions  dérivées 

/  (^) ,  /'  iy) ,  f  (y) ,  etc. 

En  général,  on  pourra  prouver  de  la  même  manière,  que 
si  l'on  a  une  équation  de  l'ordre  n'"*',  réduite  à  la  fomie 

son  équation  primitive  singulière  rendra  infinies  les  fonctions 
dérivées /'(^Oj/'Cj^), /'(y),  etc.,  jusqu'à  la  suivante,  in- 
clusivement ,  f*  cy"""^-^). 

Pour  confirmer,  à  posteriori,  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer ^  considérons  une  équation  du  premier  ordre  ,  teUo 
que 
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à  laquelle  satisfasse  une  valeur  singulière  de  y ,  que  nous 
désignerons  par  X,  fonction  de  x. 

On  aura  donc,  par  Thypothèse, 

X' +/(x,  X)  =  o  ; 

et  pour  que  la  valeur  X  ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs 
de  y ,  données  par  Téquation  primitive ,  il  faudra  qu'en  sup- 
posant, en  général, 

y=zX  +  z, 

%  étant  une  nouvelle  variable  ,  la  valeur  de  2 ,  tirée  de  l'équa- 
tion primitive  ordinaire,  ne  puisse  jamais  être  nulle. 

Substituons  donc  X-f-*  au  lieu  de  y  dans  l'équation  pro- 
posée, on  aura 

Développons  la  fonction  /" (x,  X-^  z)  suivant  les  puissances 
de  z  ;  on  aura  généralement ,  en  rapportant  les  fonctions  dé- 
rivées à  la  seule  variable  X, 

/(a;,  X+  a)  =/(x,  X)  +  zf  (X)  +|/''(X)  +  etc.  ; 

donc ,     faisant    cette    substitution,   on  aura ,    à    cause    de 

l'équation 


z* 


^+€  (^)  +  -r  (^)  +  etc.  =0, 

qui  servira  à  déterminer  z  en  x. 

Or,  si  la  quantité  z  pouvait  devenir  nulle,  elle  pourrait 
aussi  être  trè9-<^petite. 


t 
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Supposons-la  d'abord  très-petite ,  et  cherchons^-en  la  valeur 
par  approximation. 

Pour  cela,  on  négligera  d'abord,  visr4-vis  du  terme  qui 
contient  z,  les  suivans  qui  contiennent  z*,  z'',  etc.  ,  comme 
étant  beaucoup  plu<  petits,  et  Ton  aura,  pour  la  première 
approximation ,  Téquation 

laquelle  étant  divisée  par  z. ,  a  pour  équation  primitiTe 

/.zi  +  X  =  ft, 

en  prenant  X  pour  la  fonction  primitive  de  f*  {X)  ,  prise  par 
rapport  à  la  variable  x ,  dont  X  est  une  fonction  donnée  , 
et  k  pour  une  constante  arbitraire  ;  de  là  on  tire 

en  faisant  a  r=:  e*. 

Ayant  ainsi  la  première  valeur  approchée  de  z ,  on  la  subs- 
tituera dans  les  termes  négliges ,  et  on  pourra  trouver  une 
seconde   valeur   plus  approchée  ,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière ,  la  valeur  de  z  contiendra  la  constante 
arbitraire  a,  et  elle  deviendra  nulle  en  faisant  c  =  o;  par- 
conséquent  X  ne  sera  pas  une  valeur  singulière ,  contre  l'hy- 
pothèse . 

On  doit  conclure  de  là  que ,  pour  que  X  soit  une  valeur 
singulière  non  comprise  dans  la  valeur  générale,  il  faut  que 
le  développement  de  f  {x  ,JV-f-z)  contienne  d'autres  puissances 
de  z  que  les  puissances  entières  et  positives. 

Supposons  donc  que  ce  développement  donne ,  en  général , 
/(x,  .Y+  z)  =/(r,  X)  +  Pz-  +  Çz»  +  etc.  , 
in,  n,  etc.  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  en  aiig* 
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mentant,  et  P,  Ç,  etc. ,  des  fonctions  de  x  :  on  aura  Téquar 

tion  en  zi 

z'  +  Pz"^  4-  Ça»  +  z=  o. 

On  aura    donc    aussi,  pour  la  première  approximation, 
équation  qui ,  étant  divisée  par  z"* ,  a  pour  ^guation  primitive 


2^1-m 


1 — m 


-\-r=^k, 


en   prenant  /^  pour   la  fonction  primitive  de  P ,  et  fe  pour 
la  constante  arbitraire. 

Or ,  pour  que  X  soit  une  valeur  singulière  àe  y  y  il  faut 
que  la  valeur  z=  o,  qui  y  répond,  ne  puisse  pas  être  con- 
tenue dans  cette  équation ,  en  donnant  à  k  ime  valeur  quel- 
conque constante. 

Il  faut  donc  que  l'exposant  i  —  m  de  z ,  soit  un  nombre  po- 
sitif; car ,  s'il  était  négatif,  z'"""*  deviendrait  infini  lorsque 
;s  =  o ,   et  répondrait  à  la  supposition  de  k  infini. 

S'il  était  nul ,  on  aurait  le  cas  que  nous  venons  d'examiner , 
où  771  =  1 ,  et  où  2  =  0  répond  aussi  à  k  infini. 

Au  contraire ,  lorsque  i  —  tti  est  positif ,  z  =  o  donne  aussi 


2^i--m  _--  Q  ^ 


et  l'équation  devient  alors 

laquelle  ne  peut  pas  subsister ,  parceque  la  valeur  de  k  ne  serait 
plus  constante. 

Donc ,  pour  que  X  puisse  être  une  valeur  singulière  àey  y 
il  faut  que  le  développement  def(Xf  X  +  z)  contienne  une 
puissance  z"*  dans  laquelle  7ïi-<]  i. 

En  considérant  la  fonction  f(,0Cj  y)  ,  son  développement  * 
lorsqu'on  y  metj  +  z  à  la  place   de  y ,  est,  en  généra j^ 
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fi^y  y)  "^^  'f  ^y)  "^"  **^*  *>  ^^"^  >  ""livant  la  théorie  qnenoinf 
ayons  exposée  dans  la  leçon  huitième ,  pour  que  ce  dévelop* 
pement  donne ,  dans  le  cas  de  j^  r=  A"^  une  puissance  de  s 
moindre  que  la  première  y  il  faudra  que ,  dans  ce  cas ,  la  y^ 
leur  de  f\y)  ,  c'est-à-dire  ,  de  y  (-X"),  deyienne  infinie. 
Or  l'équation  proposée  donne 

et  ;  prenant  les  fonctions  dérivées , 

y=-/'(x)-y/'(^)  =  _/'(x)  +fiy^  xf(.x,y)\ 

donc 

f(x)=/'(yx/(x,j.)-y. 

Parconséquent  on  aura ,  lorsque  y  z=zX, 

f'iy)=<x>  et/'(x)=«,, 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  la  nature  même  des  équations 
dérivées. 

Dans  l'exemple   ci-dessus  ;  où 

la  valeur  singulière  de  j'  est  1/(6 — x*)  •  ainsi 

et  substituant  \/(^b  —  a?*)  -f  z  à  la  place   de  ^  ,   la  fonction 
dont  il  s'agit  devient 

X 


y  [22;  y  {b  — x-»)  +  z»]—  1/  (Jj—o[f)  —  z* 

laquelle  étant  développée  suivant  les  puissances  de  z ,  donne 

X  .         l/2« 

H 3  —  etc.  ; 


V(b-^^)^  (^h-x^)\ 
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OÙ  Ton  voit  que  le  second  terme  du  développement  contient 


1 


la  puissance  |/j5 ,  dont   l'exposant  -  est  moindre  que  l'unité. 


2 


D'ailleurs ,  nous  avons  déjà  vu  que  les  valeurs  de  f  ( j) 
et  f  {x)  deviennent  infinies  lorsque 

L'analyse  par  laquelle  nous  venons  de  prouver  que  le  dé- 
veloppement de  f  (x,  y  ^  z)  doit  contenir  une  puissance  de  s 
moindre  que  la  première ,  lorsqu'on  donne  à  y  une  valeur 
singulière ,  est  due  à  Euler  qui  a  donné  ainsi^  le  premier  cri—  . 
taire  général  pour  reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à  un© 
équation  différentielle ,  est  ou  non  une  valeur  singulière  non 
comprise  dans  l'intégrale.  Voyez  le  premier  volume  de  son 
Calcul  intégral  y  problème  72. 

Il  restait  à  déduire  de  là  la  règle  que  y  dans  ce  cas  y  la 
valeur  de  f\y^  devient  nécessairement  infinie  ;  c'est  ce  que 
Laplace  a  fait  depuis  dans  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  so- 
lutions particulières  des  équations  différentielles ,  imprimé 
^ans  le  Recueil  de  l'Académie  des  Sciences ,  pour  l'année  1772. 
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LEÇON     SEIZIÈME. 

Equations  dérivées  qui  ont  des  équations  pri* 
mitigés  singulières  données,  analyse  d'une 
classe  d* équations  de  tous  les  ordres,  qui  ont 
toujours  nécessairement  des  équations  primi^ 
tives  singulières. 

l5l  les  équations  primitives  singulières  ont  moins  d'étendue 
que  les  équations  primitives  proprement  dites  ^  parcequ'elles 
ne  renferment  aucune  constante  arbitraire,  on  peut  les  re- 
garder, sous  un  autre  point  de  vue,  comme  plus  générales' 
que  celles-ci ,  parcequ'une  même  équation  primitive  singu- 
lière peut  répondre  à  une  infinité  d'équations  dérivées;  ti 
c'est  un  problème  indéterminé  de  trouver  une  équation  dé- 
rivée qui  ait  une  équation  primitive  singulière  donnée.  Comme 
ce  problème  est  curieux,  et  qu'il  peut  être  utile  dans  plu- 
sieurs occasions,  nous  allons  en  donner  ici  une  solution,  pour 
servir  de  complément  à  notre  théorie  des  équations  primitives 
singulières. 

Représejitons  par 

une  équation  primitive  entre  a: ,  j^  et  deux  constantes  a  et  6 , 
dont  Tune  soit  une  fonction  quelconque  de  l'autre  ,  ou  qui 
dépendent ,  en  général ,  l'une  de  l'autre  par  l'équation 

ç  (a,  i)  =  o. 

On  aura  l'équation  dérivée  qui  en  résulte,  en  éliminant  ces 
deux  constantes  au  moyen  des  trois  équations 
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Donc,  si  on  tire  des  deux  premières  les  valeurs  de  a  et  6  en 
fonctions  de  x,  y,  y,  et  qu'on  désigne  ces  valeurs  par 

<^i^>y>y)   et   4i^>y^yy> 

on  aura  l'équation  dérivée  en  substituant  cea.  fonctions  à  la  ' 
place  de  a  et  6  dans  l'équation  de  condition 

4>  (a,  6)  =  o. 

Ainsi ,   en  mettant  simplement  ç  et  4  pour  les  fonctions 
dont  il  s'agit,  l'équation  dérivée  sera 

4>(<p,  4)=o. 

Donc,  réciproquement,    toute    équation    dérivée  de  cette 
forme  aura  pour  équation  primitive 

les  deux  constantes  a  et  b  étant  liées  par  l'équation 

Et  Ton  aura  en  même  tems  les  deux  équations 

<p  c^^y^y)=^7  4  C^;J>y)  =  ^• 

Donc   toute  valeur  de  y  en  x.  qui  satisfera  à  la  même 
équation  * 

et  qui  ne  rendra  pas  les  fonctions  ^  et  4  constantes ,  ne  pourra 
pas  être  comprise  dans  l'équation  primitive  générale ,  et  sera 
parconséquent  une  valeur  £fîngalière. 

Soit 

.y  =  'Ex 

cette  valeur  singulière  ,  Zx  étant  une  fonction  donnée  de  x, 
en  substituant  Sx  et  %^x  au  lieu  àe  y  et  y  -dâas  les  fonc- 
tions et  (?  et  4  >  ell^s  deviendront  de  simples  fonctions  de  a:  ; 
et  éliminant  x  entr'elles,  on  aura  une  équation  entre  ç  et  4^ 
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qu*on  prendra  pour  Téquation 

ainsi  Téquation 
satisfera  i  l'équation 

mais  ne  rendant  pas  les  fonctions  ^  et  4  constantes^  elle  ne 
sera  pas  comprise  dans  l'équation  primitive  générale ,  et  ne 
sera^  parconséquent,  qu'une  équation  primitive  singulière. 

La  solution  se  réduit  donc  à  ceci  :  soit 

y=^ 

la  valeur  singulière  donnée  de  y,  en  fonction  de  x.  Ayant 
pris  une  équation  quelconque 

en  Xfy,  et  deux  constantes  a  et  6;  de  cette  équation  et  de 
son   équation  dérivée 

on  tirera  les  valeurs  de  a  et  i  en  fonctions  de  x-^yyy^  \  on 
substituera  dans  ces  valeurs  'Sr  et  2'x  à  la  place  de  ^  ^^  y  f 
on  aura  deux  équations  qui  ,  par  Télimination  de  x,  en 
donneront  une  en  a  et  b,  que  je  représente  par 

*  (a,  i)  =  o. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  cette  équation  à  la  place 
de  a  et  i  leurs  premières  valeurs  en  fonctions  de  x,y,  y\ 
on  aura  l'équation  dérivée  dont 

y^^x 
sera  l'équation  primitive  singulière,  et  dont 

Pipc^yy  a,b)  =  o 

sert 
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sera  réquation  primitive  ordinaire ,  les  constantes  a  et  6  étant 
Tune  fonction  de  Tautre  déterminée  par  Téquatioi^ 

O  (a,  i)  r=  G.' 
Prenons  y  par  exemple ,  Téquation 

y*  —  ox^  —  6  =  0, 
son  équation  détivée  sera 

et  Ton  tire  de   ces  deux  équations 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  l'équation  primitive  sin-« 
gulière 

y  —  Ax  —  ^  r=  G  ; 

elle  donne 

y  =  Ax     +     R,, 

donc 

et 

yy  =  A-x  +AB; 

\  .  • 

de  sorte  que,  par  ces   6ub|titutions ,   les  .valeurs  de   a   et  6 

deviendront 

.* 

AÊ 

d'où  l'on  tire^  en  éliminant  Xy  cette  équation  en  a  etb 

(a- A*)  (b—By  "—  A'B'=^o; 
saToir , 

Q 
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Donc,  substituant  ici  les  premières  TaleuiB  de  a  et  &  en 
^ty^y^  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

dont  celle-ci 

y — Ax  —  B:=zo, 

sera  Téquation  primitive  singulière. 
Son  équation  primitive  ordinaire  sera 

y*  —  fluc*  —  6=0; 

en  supposant  entre  a  et  6  l'équation  ci-dessus  ; 

de  sorte  que ,   comme  cette  équation  donne 
l'équation  primitive  sera 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

£n  effet  y  si  on  cherche  l'équation  primitive  singulière 
d'après  celle-ci ,  on  aura ,  en  prenant  les  fonctioas  dérivées 
par  rapport  à  a , 

d'où  Ton  tire 

J%  -4-  ^^ 

Substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation^  on  aoMi 
y^  —  A^jc^  zf'iiABx  —  iB»  =  o  ; 
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ce  qui  donne 

y=±.Ax:hB, 

où  les  signes  ambigus  sont  à  volonté. 

En  général ,  il  est  facile  de  voir  quon  am'a  le  même  ré^ 
sultat 

♦  (a,  fc)=o, 
«n  substituant  d'abord  dans  Téquation  supposée 

la  valeur  donnée 

et  éliminant  ensuite  x  par  le  moyen  de  son  équation  prime 
relative  à  x. 

Or,  si  l'équation 

0(a,  i)  =  o, 
donne 

et  qu'on  substitue  ctette  valeur  à  la  place  de  6  ,  il  s'en-^ 
suivra  que  l'équation 

dura  lieu  en  même  tems  q«e  son  équation  prime  relative  à  x. 
Mais  a  étant  alors  une  fonction  de  x ,  l'équation  prime  re-« 
lative  à  x  et  a,  doit  avoir  lieu  j  done  la  partie  relative  à  a 
aura  lieu  aussi  en  particulier  ;  ce  qui  est  le  caractère  dé  l'é- 
quation primitive  singidière. 

Ainsi ,  ayant  pris  une  é^nél^ti  pritiihive  quelcon^e  en  x  ; 
y,  a  et  b  f  iX  n'y  aura  qu'à  éliminer  y  au  moyen  de  l'équa- 
tion primitive  singulière  donnée ,  ensuite  éliminer  x  par 
celle-ci  ftt  par  son  équation  prime  relative  à  a: }  oà  «ura  sur 


X 


A^-^a' 


et  cette  valeur ,  substituée  dans  la  première  ,  donne ,  iur-le- 
cbamp^  Téquation  de  condition 

(^»  — a)  (^»  — i)— ^«^  =  0, 

comme  plus  haut. 

£n  prenant  d'autres  équations  en  x,  y,  a  et  b  y  et  opérant 
de  la  même  manière  ;  on  trouvera  autant  d'équations  du  pre- 
mier ordre  qu'on  voudra^  dont  la  même  équation 

y  —  Ax  —  ^  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 

On  voit  aussi  que  la  même  équation  en  x,  y,  aet  b  pourra 
donner  telle  équation  primitive  singulière  qu'on  voudra ,  sui- 
vant la  relation  qu'on  établira  entre  l«s  constantes  'k  et  b. 
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le-champ  une  équation  en  a  et  6 ,  qui  tera  l'éqiuitioii  de  cou* 
dition 

♦  (fl,  i)  =  o, 

par  laquelle  il  faudra  déterminer  l'une  des  deux  constantes  a 
ou  b  par  l'autre.  Ensuite  on  pourra,  d'aprèe  la  même  équa- 
tion  primitive  y  chercher,  si  l'on  veut^  l'équation  dérivée  par 
l'élimination  de  la  constante  arbitraire. 

Dans  l'exemple  précédent,  en  substituant  Ax  -|^^pourjr, 
dans  l'équation 

y*  —  flx*  —  b  =o, 

on  a 

(^A^  —  à)x*  +  uABx+B*'-^bz=zo, 

dont  l'équation  prime  est 

QA*  —  a)  x+  AB  =^o  l 

celle-ci  donne 

AB 
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Enfin  on  voit  que^  par  ce  problême ,  on  peut  toujours 
trouver  la  relation  entre  deux  constantes  a,  &  d'une  équa- 
tion donnée  en  oc,  y,  a  et  b,  pour  que  cette  équation  soit 
Téquation  primitive  ordinaire  et  complète ,  répondant  à  une 
équation  primitive  singulière  donnée. 

On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  recherche  des 
équations  du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs  dont  l'équa- 
tion primitive  singulière  sera  donnée. 

Supposons  que  cette  équation  soit  du  premier  ordre  et  re- 
présentée par 

On  prendra  une  équation  quelconque  en  a?,  j',  et  trois  cons- 
tantes arbitraires  a,  b,  c. 

On  tirera  de  cette  équation  et  de  ces  équations  prime  et 
seconde  ,  les  valeurs  de  Uy  è,  c  en  fonctions  de  x,  ^,  ^  et^*'. 

On  substituera  dans  ces  fonctions  les  valeurs  de  y  et  y" 
en  X  et  ji^  tirées  de  l'équation  primitive  donnée^  c'est-à-direj^ 
— f(,^>y)  ^  1^  place  dey,  et 

a  la  place  de  y;  on  aura  a,  by  c  exprimées  en  fonctions  de 
xetyy  ce  qui  donnera  trois  équations ,  d'où  éliminant  x 
et  y  y  il  résultera  une  équation  en  a,  i,  c,  que  je  représen- 
terai par 

<S>  {a,  b,  c)  =  o. 

« 

Cette  équation^  en  y  substituant  les  premières  valeurs  de 
a,  by  c  en  fonctions  de  x,  y,  y',  y,  sera  l'équation  du  second 
ordre,  dont  la   proposée 

sera   l'équation    primitive    singulière   ,     et    l'équation    cbi 

•         5 
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X  ^y  y  Cy  b,  c  en  sera  l'équation  primitiye  en  x  et  jr,  en 
supposant  entre  les  trois  constantes  a,  i^c  la  relation  donnée 
par  réquatioH 

♦  (a,  by  c)  =  G. 

Si  l'équation  singulière  donnée  était  du  second  ordre  ,  on 
prendrait  une  équation  en  x  ety  ^  et  quatre  constantes  a,  h  y 
c,  etc.  y  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  Téquation  primitive  singulière  soit 

et  prenons  Téquation 

jf—  -x*  +  Ax— -crso; 

d*où  Ton  tire  les  deux  dérivées^  prime  et  seconde , 
y— «ar  —  b  =  Oy      et     y  — c=:o; 
ces  trois  équations  donnent 

a=y,     b-=.^  —  xy\     ç-rny^x^  ^—y. 

Mais  la  proposée  donne 

donc^  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

'a:=^A*yy     ft=^(i — Ax)y     C=r:jr  Ti— ^x-| x*J. 

Eliminant  x  et  y  on  trouve  Téquation 

dans  laquelle  ,  en  substituant  les  premières  valeurs  de  a,  i,  c, 
il  vient  Téquation  du  second  ordre 
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dont  la  proposéey  =  Ay  sera  l'équation  primitive  smgulière , 
et  réqoatiou  supposée 

y~-a:*  — tx  — c  =  o 

sera  l'équation  primitive  en  x  et  y,  en  supposant  Féguation. 

c*  +  -^*(6*  —  !iacy=:  o  ; 

de  sorte  que ,  comme  cette  équation  donne 

a*  +  A*l^ 
c  = , 

en  aura 

a    ,       ,         fl*+>^*i* 

y  — .  -  j;:»  —  to =  o  , 

n  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Les  équations  de  la  forme 

4>  (a,  b,  c  y  etc.)  =0^ 

que  nous  venons  de  considérer^  dans  lesquelles  les  quantités 
a,b,c,  etc.  sont  les  valeurs  en  oc,y,y\  etc.  de»  constantes 
a  y  by  Cy  etc.   tirées  d'une  équation  primitive 

^i^yy>  ^>  ^>  ^' . .)  =^  o> 

et  de  ses  dérivées 

^'(^>  y)    =    0,       F^ÇXy  y)    -=10  y      etc.    y 

constituent  une  classe  remarquable  d'équations  dérivées  qui 
ont  toujours  une  équation  primitive  singulière,  parceque  la 
dérivée  d'une  équation  de  cette  classe  a  nécessairement  ua. 
facteur  du  même  ordre  que  l'équation. 

Pour  le  démontrer^  soit  d'abord 

F{pc,y>a,  i)  =  o 

4 
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une  équation  <fDelconqne  en  x,  y,  et  deux  constantes  a  et  2r; 
En  regardant  ces  constantes  comme  arbitraires,  Téquation 
dont  il  s*agit  sera  la  primitive  d*une  équation  du  second  ordre 
en  X,  y,  y'  et  y'',  qui  résultera  de  l'élimination  de  a  et  6  au 
moyen  des  deux  équations  dérivées 

rix,y)=zo,F\x,y)=o; 

et  cette   équation  pourra  toujours ,  comme  nous  Tayons  vu , 
ëe  mettre  sous  la  forme 

Tilaintenant ,  si  on  commence  par  tirer  les  valeurs  de  a  et  i 
des  deux  équations 

F(x,^,  a,  b)  =  G,       et      F'(x, y)  =  Oy 

et  que  ces  valeurs  soient  représentées  par  les  fonctions 

<^(^>J',y)      et      ^(^.J'»/)* 
il  est  clair  que  les  deux  équations 

a=^{x,y,y)      et      6  =  4(x,j,y), 

où  aeX.  b  sont  des  constantes  arbitraires ,  seront  les  deux  équa- 
tions primitives  du   premier  ordre  de    l'équation  précédente 

y'+/(^,:y,y)=o; 

parconséquent  leurs  dérivées 

<  (J^>  y  y  y)  =0       et       4'  (x,  y,  /  )  =  o 

devront  coïncider  avec  cette  même  équation,  en  donnant  la 
même  valeur  de  y'^  en  x,  y  et  y\ 

Or 

^'  i^>y>y)  =  ^'  i^>y)  +y  (p'  (y) 

et  -    • 

^'  ix,  y,  y)  =  4'  (X,  y)  +  y  4'  (y ) , 
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suivant  la  notation  abrégée   que   nous  ayons  adoptée  ;  donc 
on  aura 

expressions  de  y"  qui  seront  nécessairement  identicpies. 
On  aura  donc 

4'  i^.y)  =  4'  (/)  X  / (X, y, y); 

parconséquent  y  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions 
précédentes  des  fonctions  dérivées  ç'  (x,  y,  y\ ,  *\!  (^>  J^j^)  > 
c'est-à-dire,  de  a'  et  b\  en  regardant  maintenant  a  et  &  comme 
fonctions  de  x,  y  y  y  y  on  aura 

«'  =  <f'  (/)  X  cy  +/(x.^,y)] 
i'=4'(y)xcy +/(x,:y,y)]. 

Cela  posé,  soit  4>  (a,  i)  ==  o  une  équation  du  premier  ordre, 
î5a  dérivée  sera 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  «/,  6',  qu'on  vient  de 
trouver,  elle  deviendra 

C<;''(^)  X  *'(a)+  4'(y)  x  *'(i):  x  [/+/(x,:y,y)]  =  o. 

Cette  équation  a,  comme  l'on  voit,  deux  facteurs,  l'un 
qui  n'est  que  du  premier  ordre,  comme  l'équation  proposée; 
l'autre  qui  contient  y** j,  et  qui  donne  proprement  l'équation 
dérivée  du  second  ordre. 

Celui-ci  donne   Téquation 

de  laquelle  résultent 

a':=o,  V -=,0 
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par  les  formules  trouyées  plus  haut.  De  sente  que  les  fono* 
tions  a  et  b  seront  constantes. 

Prenant  donc  a  et  &  pour   des  constantes   arbitraires ,  on 
aura  ces  deux  équations  primitiyes  du  premier  ordre  * 

d*où  ,  éliminant  la  fonction  dmvée  y,  on  aura  une  équation 
en  x,y,  a  et  b  y  qui  sera  Téquation  primitive  de  la  proposée, 
et  qui  sera  évidemment  la  même  que  Féquatiou 

d'où  Ton  avait  déduit  les  fonctions  ç  (or,  Jy^i  et  4  (j^y  y>y)' 

Mais  il  faudra  que  les  constantes  a  et  6  de  cette  équation  > 
satisfassent  à  la  condition 

4>  (a,  b)z=:o 

donnée   par  Téquation    proposée  ;  ce  qui  les  réduira  à  une- 
seule  y    qui    sera    parconséquent  la  constante  arbitraire  de 
réquation  primitive  de  la  proposée. 
Le  facteur  du  premier  ordre 

donnera^  de  son  côté  ,  l'équation  en  x,y  et  y, 

9'  (/)  X  «'(a)  -f  4'(y)  X  *'(J)  =  o , 

en  supposant  qu'on  y  mette  pour  aetb  leurs  valeurs  <p  (x,  y,  y') 
et  4(^>J'>y)i  ®t  cette  équation,  d'après  la  théorie  exposée 
dans  la  leçon  précédente,  donnera  sur-le-champ  l'équation 
primitive  singulière  de  la  même  équation  proposée^  en  éli- 
minant^  par  le  moyen  de  ces  deux  équations. 

Or  il  est  facile  de  voir  que ,  si  on  représente  par 

^  i^>  y>y)  =  o 

la  fonction  donnée  *  (a,  i),  dans  laquelle 
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et 

le  facteur  dont  il  s'agit  se  réduira  simplement  à  '^^  (y)  ,  puis- 
que les  expressions  <p\y)  et  4'(y)  ^®  s^^*  T^®  ^®^  fonction» 
dérivées  de  a  et  6  ^  prises  par  rapport  à  y^  seule. 

Ainsi  on  aura  la  primitive  singulière  de  Téquatioa 

dans  le  cas  où  elle  est  réductible  à  la  forme 

4»(a,  ft)=o, 

en  éliminant  y[  de  cette  équation  au  moyen  de  sa  dérivée 
prise  relativement  à. y  seule. 

£n  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  des  ordres 
supérieurs,  on  prouvera  que,  si  Ton  a  une  équation  du  se- 
cond ordre ,  représentée  par 

dont  le  premier  membre  puisse  être  une  fonction  quelconque 
4>  (a,  A,  c)  de  trois  fonctions  a,  ft,  c,  déterminées  par  une 
équation  quelconque 

Fix,y,a,h,c)  =  o, 

entre  x^y,  û,  ft,  c,  et  par  ses  deux  équations  dérivées      , 

FXx,y)  =  o,F"ix,y)  =  o, 

■ 

prises  en  regardant  û,  6,  c  comme  constantes,  Téqnatiaii  pro* 
posée  aura  nécessairement  une  primitive  singulière  du  premier 
ordre ,  qui  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  y,  au  moyen 
de  son  équation  dérivée 

4'(/î=o, 

relative  iy". 
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Et  Ton  aura  l'équation  primitive  eux  et  y  ,  par  Féqnatioii 
même 

en  prenant  les  constantes  a,  b,  c  de  manière  qu'elles  satisfassent 
â  Téquation  donnée 

4»(a,6,c):=o; 

de  sorte  qu'il  en  restera  deux  d'arbitraires. 

Et  de  même  pour  les  équations  des  ordres  supérieurs. 
Prenons  Téquation 

X*  —  aay  —  c^^^b  —  o  ; 

sa  dérivée  sera 

X — aj/=o; 

de  ces  deux  équations  on  tire 

j?       ,          .      orv      af 
û="7,      o=zx^ ^ 7-. 

y  y   y* 

Si  maintenant  on  prend  pour  l'équation  ^  (a^  i)  =  o ,  celle- 
ci  ^  6  =  à  une  constante ,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

y    y*        ' 

où  b  est  une  constante  quelconque. 

Ainsi  on  aura  tout  de  suite  sa  primitive  singulière  y  en 
éliminant  y  au  moyen  de  l'équation  dérivée  prise  relati- 
vement à  y,  laquelle  sera 

,    ,    ,    •      W^y^""' 

d'où  l'on  tire 

en  substituant  cette  valeur  de  y  ,  on  a 

^  "f^y  —  6  =  0, 
comme  on  l'a  déjà  trouvé  par  d'autres  voies* 
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Prenons  encore  l'équation 

y a:*  —  âx— rc  =  o, 

on  aura  les  deux  dérivées 

y  —  ax  —  in:  G,    y"  —  a  =  o; 
d'où  Ton  tiré 

a=y\     i=y-:çy",     c  =jy  ~:ç/ +  f! /. 
Soit,  par  exemple ,  ,  î 

en  aura  l'équation  du  seeond  ordre 

dont  la  primitive  singulière  résultera  de  l'élimination  de  y'^ 
au  moyen  de  sa  dérivée  relative  ày  ;  savoir, 

—  +  2x(y  —xy")  —  2y  =  o  ; 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 
Lorsqu'on  connaît  l'équation  primitive 

jP  (x,  j',  a,  6 . . .  )  =o , 
avec  l'équation  ^ 

0(ci,  ft. . .)  ;=;o,'   ;. 

qui  donne  la  relation  entre  les  quantités^  a,  ft,  c,  etc. ,  on  peut 
trouver  directement  l'équation  primitive  singulière  sans  con- 
naître les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  de  ^yy,y,  etc.  ; 
car  ayant  réduit  lés  quantités  a,  b,' etc.  à  une  de  moins  par 
le  moyen  de  l'équation  de  condition 

*  (a,  &...)  =  o. 
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il  n'y  aura  qa*à   appliquer  à  Téquation  primitive 

F  (je,  y,  a,  6, . .)  =o , 

la  méthode  générale  exposée  dans  la  leçon  quinzième; 

Mais  la  difficulté  consiste  à  reconnaître  à  posteriori,  sidei 
fonctions  données ,  dont  une  équation  proposée  est  composée^  dé- 
pendent d'une  m«me  équation  primitive ,  de  manière  qu'elles 
puissent  représenter  les  valeurs  des  constantes  tirées  de  cette 
équation  et  de  ses  dérivées. 

Pour  la  résoudre,  j'observe  que  la  propriété  caractéris- 
tique de  ces  sortes  de  fonctions,  est  que  lears  dérivées  ont 
entr* elles  des  rapports  exprimés  par  des  fonctions  du  même 
ordre  que  les  fonctions  dont  il  s*agit.^£n  effet ,  relativement 
aux  fonctions  du  premier  ordre ,  nous  avons  d^à  vu  plus  haut 
que  les  fonctions  <^{x,y,y)  ^t'\(x,y,y),  qui  représentent 
les  valeurs  des  constantes  a  et  &  tirées  de  l'équation  générale 

F(x,y,a,b)=io, 
et  de  sa  dérivée 

F'ix,y):^o, 

sont  telles  que  leurs  dérivées  <i/'  (,x,y,y)  et  -if  {pc,y,y')  ,  que 
nous  avons  désignées  par  a'  et  V ,  ont  la  forme  suivante 

4'  (x.^.y)  =  4'  (/)  X  [/  +  fi.x.y,yi,y. 

de  sorte  que  l'on  a  simplement 

ou  Von  voit  que  les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  la  propriété 
que  la  fonction  seconde  y"  disparaît  du  rapport  de  leurs  dé- 
rivées ,  et  que  ce  rapport  est  le  même  que  si  on  prenait  ces 
dérivées  relativement  %à- là  variafcle^'- seule. 
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Soit ,  par  exemple ,  l'équation  à  la  ligne  droite 

y^  ax'\'b  =o, 
«a  dérivée  sera 

ainsi  oû  aura 

c==— yetft=:ry'— j^. 

On  aura  donç^  en  dénotant  simplement  par  9  et  ^j,  ces  ex- 
pressions de  a  et  h , 

9  =  — y,  4r=:a7y'— j^; 
prenant  les  fonctions  dérivées,    il  viendra 

donc 

^-     ^ 

4'  ^      x 

Si  on  ne  prenait  9'  et  4'  que  relativement  ày,  on  aurait 
^/ ,      •/ ^    „♦  ^'  * 

9   =  —  1,    4   =07,  et-j7=z= -, 

comme  précédemment. 
Soit  encore  l'équation 

^-l-o;»  —  aat+G*  — ft*  =  o, 

qui  est  à  un  cercle    dont  le  rayon  =6,  et  dont,  le  centre 
tMt  dans  Xsa^t  des  ab#cifise6  à  la  distance  a  de  leur  origine. 

La  dérivée  sera 

d*où  Ton  tire 

a=ix+yy'  =  <^'y 

de  là  on  «ura, parles  substitutioat, 
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51  maintenant  on  prendles  dérivées  de  9  et4^,  on  aura 
et  de  là 

4'       y       9—'^* 

Si  on  ne  prenait  les  dérivées  ^'  et  4'  9^®  relatiyementày^ 
on  aurait 


cf  =  y,       4'= — -y/  .     ; 


donc 

7~    y    ' 

comme  ci-dessus. 

On  pourrait  prouver,  par  une  analyse  semblable ,  que  les  . 
fonctions  de  oc ,  y  y  y  et  y" ,  qui  expriment  les  valeurs  des 
quantités  a,  b,  c  tirées  d'une  équation 

F(^x,y,  a,  ft,  c)  =  o  , 

et  de  ses  deux  dérivées 

dans  lesquelles  ces  quantités  sont  traitées  comme  constantes,  ont 
des  dérivées  dont  les  rapports  sont  indépendans  de  la  fonction 
tierce  y",  et  qui  sont  les  mêmes  que  si  on  ne  prenait  ces  dérivées 
que  relativement  à  la  fonction  seconde  y,  parcequ'en  dési- 
gnant ces  fonctions  par 

9(^,j'>y>y)>  4(^>j>y»y)  et  u^^y^y^y^, 

les  trois  équations 

<^(.^.y>y>f)=^y  4(^.^.y.y)=*^  ^(^,j^.y>y)=^, 

où  a,  h  y  c  seraient  des  constantes  arbitraires ,  seront  les  trois 

primitives 
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primitives  d'une  même  équation  du  ^Foisième  ordre^  tejUe ;q[UO 

à  laquelle  ]es  dérivées  de  ces  équations  devront^  parconsé-« 
quent ,  satisfaire;  et  dé  mêfaie  pour  les  fonctions'  du*  inëmè 
genre  des  ordres  supérieurs.  Mais.ox^ peut  s'en  conyainpre  en^ 
core  d'une  manière  plus  directe,  que  voici:  , 

En  dénotant  simplement  par  ;.  «t  v  lesfonctions^îç  (x,  j^,j''), 
4  {x,  y ,  y)  y  qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a  et  b 
tirées    de    l'équation 

et  de    sa  dérivée ..    •.     ;  . .  ..  ,.,.-  ^  ..  ,  ,;  ^.  .,  .;:     -.  •  ^  .  ^  .  . 
il  «st  clair  que -USqÀjrtion  '     '     '*'  '  '     - -    ' 

sera  identique  ;  que ,  parconséquent ,  *3  dériyée  :    '- 

âui'a  'liêû-  a*4ié-m^mè';"  î&kis'  i)ii-  i  Mi  '  ' 

donc  on  aura  séparément  1  équation 
laquelle  donne 

Or ,  comme  4  ^t  <î>  11? .  contiennent  que  oc,  y  et  y\  il  est 
•visible  que  la  valeur  de  -^  ne  sera  qu*une  fonctioa  du  pre-« 
jnier  ordre.  ,  .      .     ■  •  .    -      ^- 


■  ■  •     • 


-  j    ij 
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Ainai,'  dans  le  dernier  exemple ,  où 

P{p^>yy^>  6)=jf*+x*  —  aox  +  a*  — i% 

»     ■•  -     ^  .'  ■ 

«i  on  cbatigé  a  en  9^  et  b  en  4>  on  aura 

>donc 
parconséquent 


<^'  <ï> 


«4»       cc.-*-*^ 

comme  nous  l'ayons  trouvé  par  une  autre  yoie; 

De  même,  si  9>  4>  5  ^^''**  ï®*  fonctions  ^e  Xyy,  y  et  y" 
qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a^i^^ç^.  tirées  deTéqua-: 
tion 

et  de  fes  deux  dérivées  .  :  -'•.  >.<  • 

en  substituant  ces  fonctions  à  la  pl^ce  dç  a^b,c,  on  aura  des 
équations  identiques  ^  dont^  parconséquent ,  les  dérivées  auront 
lieu  aussi. 

On  aura  donc^  en  premier  lieu^.  ^    , 

et ,  parconséquent  aussi 

mais  on  a  déjà 

F'{x,y)r=io',  .    -      •' 

donc  on  aura  l'équation 
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Ensuite ,  comme  l'équation 

contient ,  outre  les  quantités  x^  y^  y\  les  trois  fonctions  <|) ,  .4  »  Ç> 
si  on  la  dénote  par/(a7,  jy^,  y,  9,  4,  ^)  ,  on  aura  aussi  Féquation 
identique 

et,  parconséqufent ,  la  dérivée 

f  (.-r,  y,  y')  +  ç'f  (<?)  +  4'/'(4)  +  r/'(5)  =  o  ; 

mais  on  a   déjà 

puisqu'il  est  visible  que  f^  ix,y,y')  est  la  même  chose  qua 
F"  {pOyy)  ;  donc  on  aura  aussi  F  équation 

?'/'(?)  -^  4'/'(4)  +  i'/CD  =  o. 

Si  on  combine  cette  équation  avec  la  précédente,  il  est 
clair  que ,  puisque  les  quantités  a' ,  4' ,  i'  n'y  sont  qu'à  la 
première  dimensïoii ,  et  en  multipKent  tous  les  termes,  il  est 

clair ,  dis-je ,  qu'on  en  tirera  les  valeurs  de  -Ï7  et  de  -^   en 

fonctions  des  quantités  ^,^1^  ,  ^,  4  ®t  ^i  de  sorte  que  ces 
fonctions  ne  passeront  pas  le  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite. 
Si  les  fonctions^  et  4  exprimaient  les  valeurs  des  constantes 
c  et  i  tirées  de  l'équation  du  premier  ordre 

F(jx:,y,y\ayb)  =  o  , 
et  de  sa  dérivée 

ces  fonctions  seraient  alors  du  second  ordre  ;  et  on  trouverait, 

ç'       _ 
par  le  même  raisonnement ,  que  le  rapport  —7  de  leurs  déri- 

F  (  y  '\ 

yées,  serait  exprimé  ég^ement  par—  pTj^'y  ^  ^^^  4^t 
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ce   rapport    serait  une  fonction  du  second  ordre  ^   et^  paiH 
conséquent ,  du  même  ordre  que  les  fonctions  ^  et  4. 

£n  général^  il  résulte  de  l'analyse  précédente  que  si  ^, 
«4r>  f>  etc.  sont  des  fonctions  d*un  ordre  quelconque  ,  qui 
expriment  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  etc. ,  tirées  d'une 
équation  en  ^^y,^ yj" ^  etc. ,  a,  ft,  c,  etc. ,  et  de  ses  déri- 
vées successives  ,  les  dcrivé<;s  de  ces  fonctions  auront  toujours 
entr*elles  des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles- 
mêmes. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  fonctions  quelconques  de 
3C,y,y\y'\  etc.  sont  telles  que  leurs  dérivées  aient  entr'elles 
des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles-mêmes , 
c'est-d-dire ,  dans  lesquels  il  n'entre  que  des  fonctions  déri- 
vées de  y  du  même  ordre,  ces  fonctions  pourront  toujours 
exprimer  les  valeurs  d'autant  de  constantes  tirées  d'une 
équation  primitive  et  de  ses  dérivées  successives;  et  il  sera 
alors  facile  de  retrouver  cette  équation  primitive  génératrice. 

Car,  si  on  désigne  par  ^ ,  4,  ^,  etc.  les  fonctions  dont  il 
s'agit,  et  que  M ,  N,  etc.  soient  les  valeurs  des  rapports 
des  dérivées  4'»  k^y  etc.  à  la  dérivée  ^',  ces  valeurs  étant , 
par  rhypothèse,  des  fonctions  du  même  ordre  que  les  fonc- 
tions données   ç,  4>  ^>  etc.,   on  aura   donc   les  équations 

4/  =  M((>',     k'  —  N(p\  etc. 

Supposons 

ç'=o, 

on  aura  donc  aussi 

4'  =  o,  4'  =  o; 

donc 

Ç)  =  a,    4=*>  ^==c,    etc., 

a,  b,  c,  etc.   étant    des  constantes. 

Ces  différentes  équations  seront  donc  autant  ^'équations  pri- 
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tnitiyes  de  la  même  équation 

puisqu'elles  ont  lieu  en  même  tems  quelle  -,  parconséquent , 
en  éliminant  de  ces  mêmes  équations , 

^=a,  4=:i  ,  ^  =  c,etc,, 

les  plus  hautes  fonctions  dérivées  de  la  variable  j^,  on  aura  une 
équation  primitive  d'un  ordre  inférieur  ,  qui  contiendra  les 
constantes  a ,  è,  c,  etc. ,  et  qui  sera  l'équation  primitive  gé- 
nératrice de  la  forme 

^ i^>y»y>y"" •«> K  c,...)  =o, 

d'où  résultent  les  fonctions  ^,  4>  ^>  etc.,  en  les  prenant 
pour  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  etc.  ,  tirées  de  cette 
équation  et  de  ses   dérivées   successives 

^'(•^.:y,y./.-.)  =  o,F''(a:,j^,y,/...)  =  o,  etc. 

Ainsi,  si  l'on  avait  entre  ces  fonction»  une  équation  quel- 
conque 

^C^^'vl'^? )  =  o> 

et  que  l'on  reconnût  que  leurs  dérivées  ^',  4'#  i\  etc.  ont 
entr'elles  des  rapports  du  même  ordre  que  ces  fonctions,  on 
aurait  tout  de  suite  les  équations  primitives 

ç  -=.  a,  4,=:i,  ^  =  c,  etc. ; 

et  de   là   l'équation  primitive  principale 

F{Xyy,y ,y" ,  ..a^b,  c,  etc.)  =  o, 

dan3  laquelle  les  constantes  a,  b,  c,  etc.  seraient  arbitraires  ^^ 
hors  une  qui  devrait  être  déterminée  par  l'équation  donnée , 
laquelle  se  réduit  alors  à 

4»  (a,  b,  c. .  .)z=o. 

On  aurait  ensuite  l'équation  primitive  singulière  par  les  mé-* 
thodes  exposéf^plus  haut* 

3 
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Par  exemple^  si  on  proposait  Téquation  du  premier  ordre 

^ns  qu'on  sût  que  les  deux  quantités  qui  sont  sous  la  fonc-* 
tion  peuvent  exprimer  les  constantes  tirées  d'une  équation  pri- 
mitive et  de  sa  dérivée ,  on  examinerait  d*abord  leurs   déri-* 

Vées,  qui  sont  i  +y+^''  et  /  V/(i  +/*)  +  ^f^^.^  5 
comme  celle-ci  se  réduit  k'^-f^ — rylv     >   on  voit  d'abord 

i/(i+y  ) 

que  son  rapport  à  la  première  sera  exprimé  simplement  par 

■       *^     ,^^ ,  sans  que  la  fonction  seconde  y"  puisse  y  entrer. 

On  est  donc  assuré  par-rlà  que  les  deux  fonctions  x  +  yV  et 
y  Vi^'-  y^)  peuvent  provenir  d'une  équation  primitive  qu'oa 
trouvera  en  faisant  les  deux  équations 

^+yy  =  o>    yVi^+y^}  —  b, 

et  éliminant  y,  ce  qui  donne  celle-ci , 

y  +  (a  — a;)*=è% 

laquelle  coïncide  avec  celle  d'où  nous  avions  déduit  les  ex- 
pressions de  a  et  b  dans  le  dernier   exemple. 

Maintenant    l'équation     proposée     de\iendra     simplement 

par  laquelle  on  déterminera  ft  en  a  ;  de  sorte  que  l'équation 
précédente  ne  contiendra  plus  que  la  constante  arbitraire  a> 
et   sera  alors    la  primitive  complète  de  la  proposée. 

On  pourra  tirer  de  là  la  primitive  singulière ,  en  éliminant  a 
au  moyen  de  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  seul,  suivant  la 
méthode  de  la  leçon  quinzième,  ou  bien  il  n'y  aura  qu'à 
éliminer  y'  de  la  proposée ,  au  moyen  de  sa  dérivée  prise  par 
rapport  à  y  seule,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  relati* 
vement  aiix  équations  de  ce  genre. 
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LEÇON    DIX-SEPTIEME. 

Sur  différens  Problèmes  relatifs  à  la  Théorie  des 
Équations  primitives  singulières. 

Jr  RESQUE  dès  la  naissance  du  calcul  difTérentiel ,  il  s'est 
présenté  aux  géomètres  ,  des  problêmes  qui  dépendent  de 
cette  théorie,  et  qu'ils  ont  résolus  par  des  artifices  particuliers. 

Leibnitz  ,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Nova  calcuU  diffe-- 
rentialis.  appliccUio ,  et  inséré  dans  les  Actes  de  Leipsick  de 
1694  (  Voyez  le  n®  LXI  des  Œuvres  de  Jacques  Bernoulli) , 
donne  la  manière  de  trouver  la  courbe  formée  par  l'intersec- 
tion continuelle  d'une  infinité  de  courbes  renfermées  dans  une 
même  équation ,  en  faisant  varier  dans  cette  équation  le  pa- 
ramètre qui  les  différencie ,  ce  qui  produit  une  nouvelle  équa- 
tion par  laquelle  on  a  une  valeur  du  paramètre  en  fonction 
des  coordonnées ,  et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équa- 
tion proposée  ,  donne  'tout  de  suite  une  équation  finie  pour  la 
courbe  cherchée. 

Il  applique  ensuite  cette  méthode  à  une  question  qu'on 
regardait  alors  comme  très^-difficile ,  et  qui  consiste  à  trouver 
la  courbe  dont  les  normales  ou  perpendiculaires  ont  une  re*' 
lation  donnée  avec  les  parties  de  l'axe ,  interceptées  entre  l'ori- 
gine des  abscisses  et  le»  normales. 

Leibnitz  considère  cette  courbe  comme  formée  par  l'iiï- 
tersection  continuelle  d'une  infinité  de  cercles  qui  ont  leurs 
centres  sur  l'axe  ;  alors  les  rayons  de  cercles  deviennent  les 

normales  à  la  courbe ,  et  la  relation  donnée  par  le  problème  ^ 
«ntre les  iiormoles  et  les  parties  correspondantes  de  l'axe,  jk 
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lieu  entre  les  rayons  et  les  abscisses  qui  répondent  anx  centres 
des  cercles. 

Nommant  x,yles  coordonnées  du  cercle  ,  a  l'abscisse  qui 
répond  au  centre ,  %t  b  1%  rayon ,  on  aura 

y  +  (a  — xy  =  6»; 

savoir, 

y^  -fo:*— aox  +  a*— i*=o, 

pour  l'équation  du  cercle. 

Maintenant  l'équation  proposée  entre  b  et  a^  donnera  b 
en  fonction  de  a;  il  ne  restera  ainsi  que  le  paramètre  a ,  qu'on 
déterminera,  comme  on  vient  de  le  dire,  et  l'équation  en  x 
et  y  deviendra  alors  celle  de  la  courbe  formée  par  l'inter- 
section de  tous  les  cercles ,  et  anra  ,  parconséquent,  la  pro* 
priété  demandée. 

Supposant,  avec  Leibnitz,  que  l'équation  entre  a  et  6  soit 
celle  de  la  parabole 

b^=:ak, 
k  étant  une  constante  ;  l'équation  en  x,y  et  a,  sera 

Faisant  varier  a  seul  suivant  la  notation  du  calcul  diffé- 
rentiel, on  a 

(— aa?  +  fla— fc)da=o; 
d'où  l'on  tire 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente ,  on  a  » 

y*  —  kx T-  =  o 

pour  la  courbe  cherchée  ^  qa'on  voit  être  aussi  w»  paradMie. 
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On  peut  s'assurer  à  posteriori ,  que  cette  courbe  résout 
le  problême. 

En  effet ,  on  sait  que  y  étant  l'ordonnée  qu'on  regarde 
comme  fonction  de  Tabscisse  x ,  la  fonction  prime  ^  exprime 
le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  sous-tangente ,  lequel  est  le 
même  que  celui  de  la  sous-nonuale  à  Tordonnée;  de  sorte 
que  yy^  est  l'expression  de  la  sous-normale  ;  parconséquent 
_y|/(i+y*)  sera  celle  de  la  normale,  et  x-^-yy'  celle  de 
la  partie  de  l'axe  comprise  entre  l'origine  et  la  normale. 
-(  f^oyez  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des  Fonctions  ana- 
lytiques). 

Or,  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,  donne 

et ,  prenant  la  dérivée  ,  # 

donc  la  normale  sera 

et  la  partie  de  Taxe  sera 

I 

laquelle   étant  multipliée    par  A,  devient  comme  l'on  voit, 
égale  au  carré  de  la  normale. 

Le  problême  est  donc  résolu  de  cette  manière;  cependant 
on  doit  être  surpris  que  Leibnitz  n'ait  pas  remarqué  que  sa 
solution  n'admet  point  de  constante  arbitraire  dans  Féquation 
de  la  courbe  ,  tandis  qu'il  est  évident  que  le  problême  conduit 
naturellement  à  une  équation  différentielle,  dont  l'intégrale 
ne  peut  être  complète  que  par  l'introduction  d'une  constante 
arbitraire. 


%BS  CALCUL 

En  effet ,  nommant  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond  à  la 
normale,  etb  la  normale,  on  a,  comme  on  vient  de  le  voir^ 
les  expressions 

donc,  si  on  veut  que  6  =  Fa,  on  aura  Téquation  dérivée 

dont  il  faudra  cherc'  er  l'équation  primitive. 

Suivant  la  notation  du  calcul  différentiel,  on  aurait  àin« 
tégrer  à  T équation  différentielle 


^^('  +  5l)=<-+ 


Dans  l'exemple  proposé,  on  a 

b  =ak, 
parconséquent , 

et  l'équation  dérivée  devient 

Si  on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  yy\  on  a 

on  bien 

k—ayy  +  3  1/  r — + kx—y^=o. 

Divisant  toute  l'équation  par  a  V  {—7  +fcp— ^  J,onann 


*i/(j+^x-r) 


+  ï=o, 
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équation  dont  la  primitive  est  yinblement 

h  étant  une  constante  arbitaire. 

Cette  équation  devient,  en  faisant  disparaître  le  radical^ 

équation  au  cercle 
Si  on  fait  » 

k  =  a , 

a  étant  la  constante  arbitraire,  on  a  celle-ci, 

j^+x* — QaX"{-  a* — Gft=  G. 

Cette  équation  est ,  comme  l'on  voit ,  la  même  que  l'é- 
quation au  cercle  dont  Leibnitz  a  tiré  sa  solution  par  la 
variation  de  a  ;  ainsi  on  peut  dire  que  Téquation  au  cercle , 
dans  laquelle  a  ,  abscisse  qui  répond  au  centre ,  est  la  cons- 
tante arbitraire ,  et  dont  le  rayon  est  \/ak ,  est  l'équation 
primitive  qui  résout  le  problême  dans  toute  sa  généralité  ; 
il  est  évident ,  en  effet ,  que  tout  cercle  dont  le  centre  sera 
sur  Taxe ,  et  dont  le  rayon  aura ,  avec  la  distance  du  centre 
à  l'origine  des  abscisses ,  la  relation  qu*on  suppose  entre  la 
normale  et  la  partie  de  l'axe  correspondante  ,  satisfera  à 
la  question. 

L'équation  à  la  parabole ,  trouvée  par  Leibnitz,  ne  peut 
donc  être  qu'une  équation  primitive  singulière  ;  en  effet,  en 
prenant  dans  la  même  équation  au  cercle ,  les  fonctions  dé-i 
rivées  relativement  à  la  constante  arbitraire  a ,  comme  on  Ta 
enseigné  au  commencement  de  la  leçon  quinzième ,  on  ^ 
l'équation 
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laquelle  donne 

k  +  ax 

°=— — . 

Taleur  qui ,  étant  substituée  dans  Téquation  au  cercle  ^  donne 

A* 
y— fer— —  =o, 

comme  Leibnitz  Ta  trouvé  ;  d*où  Ton  doit  conclure  que  h 
solution  de  Leibnitz  n'est  donnée  que  par  1* équation  pii* 
mitive  singulière. 

On  a  vu  que  Leibnitz  avait  déduit  sa  solution  de  h 
:onsjdération  de  la  courbe  formée  par  l'intersection  continuelle 
àe  tous  les  cercles  que  Ton  aurait  en  faisant  varier  conti- 
nuelîemerit  la  constante  a;  c'est,  en  effet,  une  propriété 
généiale  des  équations  primitives  singulières  ,  d'appartenir 
aux  courbes  formées  par  l'intersection  coutinuelle  des  courbé) 
représentées  par  l'équation  primitive  complète,  en  faisant  varier 
continuellement  la  constante  arbitraire  qui  différencie  tontes 
ces  courbes. 

Comme  cette  propriété  est ,  pour  ainsi  dirp ,  la  caracté- 
ristique de  cette  espèce  d'équations  primitives,  il  est  inté- 
ressant d'en  avoir  une  démonstration. 

Pour  cela ,  on  remarquera  que  la  courbe  formée  par  l'in- 
tersection continuelle  d'une  série  de  courbes  infiniment  pen 
différentes  Tune  de  l'autre,  n'est  autre  chose  que  la  courbe 
qui  embrasserait  ou  toucherait  toutes  ces  courbes  ,  et  qui 
aurait ,  parconséquent ,  dans  chacun  de  ses  points  ,  une  tan-, 
gej^te  commune  avec  une  de  ces  mêmes  courbes. 

Or  ,  soit 

l'équation  générale  des  courbes  dont  il  s'agit  ,  a  étant  le 
paramètre   qui  est  constant  dans  chacune  d'elles,  mais  qû 
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\atie  de  l'une  à  l'autre  ;  comme  la  courbe  qui  doit  les  em- 
brasser ,  a  un  point  commun  -avec  chacune  de  ces  courbes  , 
elle  aura  aussi  les  mêmes . coordonnées  oc  ^y,  et  la  même 
équation  entre  ces  coordonnées  *,  mais  avec  cette  différence 
que  le  paramètre  a  sera  variable  dans  Téquation 

^(.^^yyy  û!)  =  0, 

tant  qu'elle  appartiendra  à  la  courbe  qui  embrasse  toute» 
les  autres. 

De  plus ,  il  faudra  que  la  position  de  la  tangente  soit  la 
même  dans  la  courbe  où  a  est  constant,  et  dans  celle  où  a  est 
variable. 

Or,  on  sait  que  cette  position  ne  dépend  que  de  la  fonction 

prime  j^',  puisque  -^  est  l'expression  de  la  sous-tangente  •,  donc 

il  faudra  que  la  valeur  de  y^ ,  tirée  de  la  dérivée  de  l'équatioa 

^(^>J^,  û)  =  o> 

«oit  la  même ,  soit  qu'on  y  regarde  a  comme  constante ,  soit 
qu'on  la  regarde  comme  une  variable  fonction  de  x;  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  que  la  partie  de  la  fonction 
dérivée  relative  à  a ,  ne  soit  nulle.  ' 

Cette  partie  est  ,  suivant  la  notation  adoptée  ,  JP'  (a)  ; 
donc  on  aura  l'équation 

laquelle  servira  à  déterminer  a  en  07 et  y.  Or,  cette  équation 
est ,  comme  l'on  voit ,  la  même  que  celle  qui  donne  Téqua^ 
tion  primitive  singulière  ,  lorsque 

F(^x,y,a)z=:o 

est  l'équation  primitive  ordinaire ,  dans  laquelle  a  est  la  cons- 
tante arbitraire,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  cité^. 
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Donc  Tidentité  de  réquation  primitive  singulière  et  de 
l'équation  de  la  courbe ,  qui  embrasse  toutes  celles  qui  sont 
comprises  dans  Téquation  primitive  ordinaire,  est  démontrée, 
et  résulte  des  principes  mêmes  de  la  chose. 

Cette  considération  géométrique  est  très-importante  pour 
la  théorie  des  équations  primitives  singulières  ;  elle  sert  à  lier 
entre  elles  les  courbes  représentées  par  l'équation  primitive 
ordinaire ,  et  par  l'équation  primitive  singulière ,  comme  le 
principe  analytique  qui  sert  de  base  à  cette  théorie,  sert  à 
lier  entre  elles  ces  mêmes  équations  par  la  variation  de  la 
constante  arbitraire. 

Ainsi  le  problême  analytique  que  nous  avons  résolu  an 
commencement  de  la  leçon  précédente ,  se  réduit  à  trouver 
des  courbes  qui ,  ayant  un  paramètre  variable  ,  puissent 
former,  par  leur  intersection  mutuelle,  une  courbe  ordonnée. 

On  peut  donc  présenter  ce  problême  ainsi  : 

Ayant  deux  courbes  dont  les  équations  soient  données,  et 
dont  Tune  contienne  deux  constantes  arbitraires^  trouver  la 
relation  nécessaire  entre  ces  deux  constantes  ,  pour  qu'en 
faisant  varier  celle  qui  demeure  arbitraire ,  on  ait  une  infinité 
de  courbes  du  même  genre,  qui,  par  leur  intersection  conti- 
nuelle,  forment  toujours  l'autre   courbe  donnée. 

Pour  le  résoudre ,  il  n'y  aura  qu'à  chercher ,  par  les  mé- 
thodes exposées  dans  la  leçon  précédente,  la  relation  entre 
les  constantes  a  et  &  de  l'équation  donnée 

F(x,y,a,6)  =  o, 

pour  qu'à  cette  équation  ,   regardée    comme    une    équation 
primitive   ordinaire ,  réponde   l'équation  primitive  singuUère 

qui  sera  celle  de  la  courbe  qui  doit  être  formée  par  Tinter- 
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Section  continuelle  des  courbes  données  pai*  l'autre  équation. 

Le  problême  résolu  par  Leibnitz,  Ta  été  aussi  par  Jean 
Bemoulli^  dans  «es  leçons  de  Calcul  intégral  (tom.  III  des 
œuvres  de  Jean  Êernoulli ,  leçon  X//^),  mais  par  un  autre 
voie  qui  Ta  conduit  au  même  résultat.  En  çonsidéifant  deux 
normales  infiniment  proches,  il  observe  que  l'accroissement 
infiniment  petit  de  la  normale,  est  à  l'accroissement  de  la 
partie  de  Taxe  qui  répond  à  la  normale ,  comme  la  partie  de 
Taxe  comprise  èiitrë  Tordonnée  et  la  normale ,  est  à  là  normale 
même;  ce  qui  e^t  facile  à  voir  par  la' similitude  des  triangles.' 

Il  a  ainsi ,  suivant  l'esprit  du  calcul  dilTérentiel ,  en  nommant , 
comme  plus  haut,  a  la  partie  de  Y^\e  qui  répond  à  la  normale , 
et&la  normale  même^   l'équation 

db a — X 

d'un  autre  côté»  la  considération  du  triangle  rectangle  dont 
be&t  l'bypothéDUse,  etjeta— x.lea  deux  côtés  ^   donne 

y  +  Cû— x)^=K 

Dé  ce*  deax  équations  S  tire 

'    1.  ■• 

bdb  ,    ,/         db^\ 

^=''-'d^>y=^^V-d^} 

Or  les  cottditiofi*  *i  proW  Aaie  Awniettf  b  en  ftmction  de  a  ; 
ain»i  on  aura  x  et  yen  fonfcféRjfle  dfevtf,  et  chassant  tf,  on  aura 
FéquailioBf  ^de  la  courlJe  cherchée  tnxeîy. 

•  ■"il 

En  supposant,  comme  dans  l'exemple  de  £«i&nite, 

«n  a  ' 

db      1    ./k 


db      1     Vft\ 
3S  =  â^Câ)' 
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donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  x  et  y^ 
on  aura 

d*où  éliminant  a,  il  vient 

A* 

pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée,  qu'on  voit  être  la  même 
parabole  que  Leibnitz  avait  trouvée  par  une  méthode  tout-à- 
fait  différente. 

Telle  est  la  solution  de  Jean  Bemoulli ,  qiû  coïncide  , 
comme  on  le  voit,  avec  celle  de  Leibnitz ^  et  sur  laquelle, 
parconséquent ,  on  peut  faire  les  mêmes  observations. 

D'abord  on  peut  être  étonné  que  Bemoulli  n'ait  pas  re- 
marqué que  ce  problême  appartient  essentiellement  à  la  méthode 
inverse  des  tangentes  ,  et  que ,  parconséquent ,  la  solution 
générale  dépend  d'une  intégration  qui  doit  nécessairement 
introduire  une  constante  arbitraire  dans  l'équation  entre  x  ety; 
et  cela  peut  surprendre  d'autant  .plus  ,  qu'il  avait  donné 
auparavant,  dans  les  mêmes  leçons,  les  expressions  différen- 
tielles de  la  normale  et  de  la  sous-normale,  et  que  le  problème 
ne  consiste  qu'à  établir,  entre  ces  quantités,  une  relation 
donnée. 

Ensuite  il  est  clair ,  par  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut ,  que 
la  solution  de  BerriouUl  dépend  d'une  équation  intégrale  ou 
primitive  singulière  ;  et  pour  le  démontrer  par  sa  propre  analyse, 
il  sufRt  de  considérer  qu'on  aura  directement  Fequation  eux 
et  j ,  en  substituant  la  valeur  de  i  en  a  donnée  par  le  problême 
dans  les  deux  équations 

db      a — X      ^    ,  ,  NO     !_• 

et  éliminant  ensuitea» 
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Ainsi  ^  en  finppoaant 

tes  deux  équations  deviennent 

^  I     /^        fl — ^      .  .   ^ 

-1/    -= — F7-N>J'  +(û — a:yi=Aa; 

SK^      a       y{kà)  -^    *   ^  '  * 

ia  première  donae 

-.=i:a— a:;  donc  0  =  0: H ; 

fce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde,  on  a 


y+-=kx+!L-,  d'où  y=ftx  +  i-. 

tomme  on  Ta  trouvé. 

Or,  je  remarque  que  F  équation  différentielle 

— = — j- — ,    ou6rfi=(a — x)  da 

n'est  autre  chose  que  la  différentielle  de  l'autre  équation 

y*  +  (^a—xyz=zb\ 

tn  faisant  varier  seulement  a  et  b. 

Ainsi ,  comme  b  est  supposé  fonction  de  a  ^  la  solution  9% 

réduit  à  faire  varier  a  seul  dans  l'équation 

■ 

J^*  +  X* QOX'^d' — A*  =  o,  .       i 

et  à  éliminer  ensuite  a  au  moyen  de  cette  nouvelle  équation , 
ce  qui  revient ,  comme  l'on  voit,  au  procédé  4a  LeibnUz^ 

ê 
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puisque  l'équation  est  la  même  que  son  équation  an  cercle  : 
on  voit  aussi  que  ce  procédé  coïncide  avec  celui  qui  donne 
l'équation  primitive  singulière  de  Téquation  dérivée  ou  àîSèr^ 
rentielle,  dont  la  même  équation 

serait  l'équation  primitive ,  a  étant  la  constante  arbitraire. 

On  aura  donc  cette   équation  dérivée  y  en  éliminant  a  de 
l'équation  primitive  par  le  moyen  de  sa  dérivée 

ou  bien  en  déterminant  a  et  6,  par  le  moyen  de  ces  deux 
équations ,  et  substituant  leurs  valeurs  dans  celle  qui  renferme 
la  relation  entre  les  quantités  a  etb,  donnée  par  les  conditions 
du  problême. 

Or  ces  équations  donnent 

a=x+yyj}=y}/  (  i  +/*), 

expressions  qu'on  voit  être  les  mêmes  que  nous  avons  trouvées 
plus  haut  pour  la  normale  b  ^eX  pour  la  partie  de  l'axe  a  qui 
répond  à  cette  normale  \  de  sorte  que  si  la  relation  entre 
ces  deux  quantités  est  représentée  ^  en  général ,  par 

l'équation  dérivée  qui  répond  à  la  primitive 

sera 

C'est  l'équation  générale  du  problême  de  Leibnitz  et  de 
Bêmoulli,  dont  ils  ont  trouvé  l'un  et  l'autre^  par  des  méthodes 
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clîflfef eûtes ,  l'équation  primitive  singulière,  sans  se  douter  de 
Tespèce  de  contradiction  que  leurs  solutions  présentaient  avec 
les  principes  mêmes  du  calcul  différentiel. 

Avant  de  quitter  cette  analyse ,  il  est  ton  de  montrer  à 
priori ,  pourquoi  les  expressions  des  constantes  aetb ,  tirées 
de  Téquation  au  cercle 

j^  +  x* -— aoo:  +  a* — i*=:o, 
tt  de  sa  dérivée 

sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  pour  la  normale  et 
pour  la  partie  conrespondante  de  l'axe  ,  dans  une  courbe  quel- 
conque rapportée  aux  coordonnées  a: ,  ^, 

Si  Ton  conçoit  un  cercle  qui  touche  une  courbe  dans  un 
point,  il  est  clair  que  son  rayon,  dans  ce  point,  deviendra 
la  normale  à  la  courbe.  Or  l'équation  dont  il  s'agit,  est ^ 
comme  nous  l'avons  déjà  vu ,  celle  d'un  cercle  dont  le  centra 
est  dans  Taxe  let  répond  à  l'abscisse  a,  et  dont  le  rayon  esti; 
et  pour  que  le  cercle  touche  une  courbe  donnée  ,  il  faut 
premièrement  qu'il  ait  un  point  commun  avec  elle  ,  dani 
lequel,  parconséquent,  les  coordonnées  a:,  jr  seront  les  mêmes  ; 
il  faut  ensuite  que  la  valeur  dey  soit  aussi  la  même  dans 
le  cercle  et  dans  la  courbe ,  comme  nous  l'avons  démontré 
rigoureusement  dans  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des 
fonctions  analytiques  :  ainsi ,  pour  que  b  devienne  la  normale 
à  la  courbe ,  et  que  a  soit  la  partie  de  l'axe  qui  y  répond, 
il  faudra  que  l'équation 

^»4.(a:— a)»— i*=:=o, 

et  sa  dérivée ,  prise  en  regardant  a  et  A  comme  constantes , 

^  +  x— a=o, 

aient  lieu  en  même  temps,  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y 
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de  la  courbe  ;  d'où  Ton  tire^  pour  aetb^  les  yaleiirs  donnée! 
ci-dessui. 

Les  solutions  de  Leibnitz  et  de  Jean  BemoulK  offrent  les 
premiers  exemples  des  équations  primitives  8ing^liè^es  ;  mais 
l^ailor  est  peut-être  le  premier  qui  ait  trouvé  directement 
une  équation  primitive  singulière  d'après  Téquation  dérivée. 

Dans  son  ou\Tage  intitulé  Methodus  incrementorum ,  qui 
a  paru  en  1716,  Taiîor  étant  parvenu  (/x^-  27)  >  pour  la 
solution  d*un  proUème^  àcette  équation  différentielle  (j'emploie 
ici ,  pour  plus  de  commodité ,  la  notation  différentielle  à  la 
place  de  la  notation  Cuxioimelle  des  Anglais^  ces  deux  iiotatioiu 
exprimsmt  la  même  chose  dans  le  fond) , 

dans  laquelle  y  est  fonction  de  2 ,  il  la  difierencie ,  en  faisant 
dz  constant  et  il  obtient  Téqnation  ^ 


[ 


— a8y+3(i+a*):^l$  =  o; 


S  J  dz 
d'où  il  tire 

cPy=o,  ou  2y— (i+2*)^=a. 

Cette  dernière  équation  donne 

dz       i+z*' 
•e  qui  réduit  la  proposée  à 

savoir, 

qui  est,  dit-il ,  singularis  quœdam  solutio  problematis. 

Considérons  l'autre  équation  dy  =  o ,  on  dz  est  constant 
m  prenant  successivement  ses  deux  primitives  ou  intégr^es^  on  ». 


ci  réquation  devient 
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w  a  etb  sont  deux  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée 
n'étant  que  du  premier  ordre  ne  comporte  qu'une  seule  ar- 
bitraire ,  il  faut  donc  y  substituer  cette  valeur  dey  pour  avoir 
la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  a  et  è;  et  pour  cela  il 
suffit  de  supposer  par  tout  z=:o ,  auquel  cas  on  a 

donc 

et  parconséquént 

n  est  évident ,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les 
dernières  leçons ,  que  la  solution  que  Tailor  nomme  singulière, 
n'est  autre  chose  qu'une  équation  primitive  «ingulière  de 
l'équation  du  premier  ordre 

dont 

y  =  a  +  z\/{î'^(^) 

est  l'équation  primitive  complète  ;  caïf  la  dérivée  de  èctte 
équation  du  premier  ordre  étant ,  en  faisant  zi'  =  i , 

le  facteur  du  premier  ordre  —  Qzy  +  ^  (  i  +  2i*  ^y  donnera 
l'équation  primitive  singulière,  et  l'autre  facteur  y  donnera 
l'équation  priniitive  complète ,  comme  nous  l'avons  montré 
dans  la  leçon  seizième. 

On  peut  aussi  titer  la  première  de  la  seconde  ,  par  les 
principes  exposés  dans  la  leçon  quinzième  :  car  l'équation 
primitive  complète  étant 
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8a  dérivée  relative  à  a  sera 

za 


0  =  1  — 


éliminant  a  de  ces  deux  équations  ^  on  a 

Long-temps  après  ^  en  1734>  Clairaut,  en  résolvant  quelques 
problèmes  sur  des  courbes^  fut  conduit  à  une  équation  diffe-* 
rentielle^  dont  il  obtint  aussi  deux  intégrales  différentes  par 
le  moyen  de  la  différenciation;  il  était  parvenu  à  ces  deux 
équations 

(x— u)nu=^ — *w,  et  cïy  =  niuir, 

TJuet^u  étant  des  fonctions  données  d'une  variable  u  qu'il 
s'agissait  d'éliminer. 

L'élimination  étant  impossible  en  général ,  il  eut  l'idée 
heureuse  de  différencier  la  première ,  et  d'y  substituer  la 
valeur  àa  dy,  tirée  de  la  seconde  ;  on  a  ainsi  cette  équatioA 

(Ilu — uïVu — o'ii)da  =  o; 

d'où  l'on  déduit  deux  valeurs  de  u,  l'une  donnée  par  l'équatioa 

Uu — zJl'tt—  4/tt  =  o  ; 

l'autre  par  l'équation 

duz=^Q, 

laquelle  donne  par  l'intégration 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ces  deux  valeurs  de  u ,  étant  substituées  dans  la  premièrf 
équation 

(a: — u)nu==y— *ii, 

donneront  deux  intégrales  enx  ety ,  l'une  sans  constante  ar* 
bitraire  ,  l'autre  avec  la  constante  arbitraire  a^  et  qui  ser^ 
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laquelle  ne  représente ,  comme  l'on  voit ,  que  des  lignes  droites. 

Clairaut  examine  ensuite  quelques  cas  particuliers  du  même 

problême  y  où  il  fait  voir  comment  le  calcul  intégral  ne  donne 

jamais  que  les  lignes  droites  exprimées  par  l'équation  générale 

xUa  —  aHa-zr^y  —  *û  , 

et  comment  les  équations  trouvées  par  la  première  méthode  ^ 
échappent  à  l'intégration. 

ic  J*ai  été  bien  aise ,  dit-il ,  de  montrer  cette  singularité 
de  calcul ,  qui  s'est  présentée  d'elle-même  ;  on  pourrait  l'é- 
noncer y  indépendamment  du  problème  présent  y  de  cette 
manière  : 

?>  Il  y  a  des  équations  différentielles  capables  d'avoir  deui^ 
solutions  différentes  l'une  de  l'autre ,  dont  Tune  (  et  même 
dans  ce  cas-ci  la  plus  générale)  n'a  pas  besoin  du  calcul 
intégral  ;  telles  sont  les  équations 

xdydx — dy*  :=zydx^  —  dydx , 
a  laquelle 

i^=:x*-|-aa;-|-  1,  ctaojc— ax=:— ^^-f- 1  —a* 
satisfont  également  ;  et 

ady^  +  ^^*  '^y^y^ = xdxdy  --^yda^, 
qui  donne  pour  solutions 

^_|/y=|/4a,  et  b^y^!ibx  +  2by='^4a: 

7>  En  général ,  — 7 — i^^  =^  à  une  fonction  quelconque  da 

^(,x,y) 

X  y  y,  dxy  dy  serait  de  cette  nature  ;  intégrée  ,  elle  doimerait 

une   équation  ;  et,   sans   aucune  intégration-, 

0(a?,^)  =  o 
«erait  l'autre.  » 

Ployez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  1734  » 

p.    2l3. 
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En  rapprochant  ces  diiTérentes  solutions  de  notre  tkéorie^ 
il  est  évident  que  celles  qui  ne  renferment  point  de  constante 
arbitraire ,  ne  sont  que  des  équations  primitives  singulières , 
et  que  les  autres,  qui  contiennent  une  constante  arbitraire , 
sont  les  tquations  primitives  complètes  ;  mais  Clairaut  a  tort 
de  re^der  ce&  dernières  comme  moins  générales^  parcequ*«Ue9 
ne  représentent  que  des  lignes  droites. 

A  i' égard  de  T équation  difterentielle 

on  ne  peut  pas  dire,  en  général,  avec  Clairaut,  que  Té^ 
quation  finie 

est  de  la  même  nature  que  les  intégrales  qu'il  arait  trouvéet 
auparavant  ^ans  conbtante  arbitraire  ;  car  cette  intégrale  peut 
être  une  équation  primitive  singulière  ^  ou  simplement  un  cas 
particulier  de    Tequalion  primitive  complète. 

Car  si  on  fait,  pour  abréger, 

et  qu'on  suppose    qu'ayant   tiré  de  cette  équation  lia  valeur 

de  j' en  z,  on  la  substitue  dansla  fonction  F  f  x,y,  ;t-  \  on  aur^i 
une  équation  en  ..  et  2  de  ta  forme 

ou  bien 

Pour  quezz=o  soit  une  équation  primitive  singulière,  il 
faudra  que  z  =  o  donne 

o 
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comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  seizième;  or,  en  prenant 
la  dérivée  de  Téquation  précédente  ,  on  verra  que  cette 
condition   ne  peut  avoir  lieu  que  lorsq[ue  z  =  o  donnera 

Zf  (»')  =  !- 

Dans  les  autréâ  cas  ,  l'équation  z  =î:  o  ne  pourra  donc  être 
qu'un   cas  particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

En  effet ,  en  regardant  d'abord  z  comme  très-petite  ,  et  né- 
gligeant z  dans  la  fonction /(x,  z^ft^j  on  aura  simplement 

d'où  Ton  tire 

et  prenant  les  fonctions  primitives 

h  étant  tme  constante  arbitraire. 

Je  dénote  par/"^  avec  un  trait  placé  au  bas  de  la  cârac- 
téristique^^  la  fonction  primitive  dénotée  par  la  simple  carac^ 
tériïitiquey";  on  pourra  de  même  dénoter ,  dans  l'occasion , 
parj'^la  fonction  primitive  à^y\  pârjf^,  la  fonction  prinnitive 
dej^,  c'est-à-dire ,  la  fonction  primitive  seconde  dey,  et  ainsi 
des  autres.  Cette  notation,  que  j'avais  déjà  proposée  dans 
l'ouvrage  sur  la  Résolution  des  Equations  numériques  ,  me 
paraît  aussi  propre  pour  désigner  les  fonctions  primitives  ^ 
que  la  notation   ordinaire  Test  pour  les  fonction»  dérivées. 

Maintenant  il  est  clair  que,  dans  l'équation 

on  aura 

z  =  o, 

en  faisant  la  constante  k  infinie  ,  puisque 

/or=:-— 00.- 


1 
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Ainsi  ^ 

sera  alors  un  cas  particulier  de  Féquation  primitive  complète. 

Euler  avait  aussi  trouvé ,  dans  sa  Mécanique  y  différens 
exemples  de  cette  duplicité  d 'intégrales  ;  il  avait  même  donni 
des  règles  pour  les  découvrir  dans  quelques  cas  ,  comme 
on  le  voit  dans  les  articles  a68  ,  SoS^  335  du  second  tome 
de  la  Mécanique;  mais  ce  n*est  que  plusieurs  années  après 
qu'il  s'est  occupé,  ex  professa ^  de  cette  partie  du  calcul  intégral 
dans  un  Mémoire  intitulé  :  Exposition  de  quelques  Paradoxes 
du  calcul, intégral ,  et  imprimé  dans  le  Recueil  de  t Académie 
de  Berlin  pour  1756. 

Dans  ce  Mémoire ,  Euler  se  propose  dilFérens  problême» 
relatifs  aux  tangentes ,  qui  conduisent  naturellement  à  de^ 
équations  différentielles  ,  et  il  remarque  qu'ils  ont  chacun 
deux  solutions ,  dont  l'une  résulte  de  l'intégration ,  et  admet , 
parconséquent ,  une  constante  arbitraire ,  et  dont  l'autre  est 
indépendante  de  l'intégration^  et  peut  se  trouver  même  par 
la  différenciation  de  l'équation. 

Voici  un  de  ces  problêmes.  On  demande  une  courbe  telle, 
qne^i  tirant  de  deux  points  donnés  des  perpendiculaires  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes^  le  produit  de  ces  perpen- 
diculaires soit  une   quantité  constante. 

Faisons  passer  l'axe  des  abscisses  par  les  deux  points  donnés, 
et  soient  petq  les  deux  abscisses  qui  répondent  à  ces  point.% 
et  t  la  sous-tangente  à  un  point  quelconque ,  c'est-à-dire ,  la 
partie  de  l'axe  comprise  entre  la  tangente  et  l'ordonnée^, 
on  aura  t — x  pour  la  pai'tie  comprise  entre  la  tangente  et 
l'origine  des  abscisses  ;  donc  ^— x'  H-  p  ett  —  X'\-q  seront  h^ 
parties  de  l'axe  comprises  entre  les  deux  points  domiés  et 
la  tangente. 

Ayant  abaissé  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  la 
tangente^  on  formera  par  là  deux  triangles  rectangles  sem- 
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blables  au  triangle  rectangle  formé  par  la  tangente  >  Tordonnéo 
y  et  la  sous-tangente  t\  il  est  visible  que^  dans  ces  triangles , 
les  lignes  i  — x-^-ji  ^i  — a: +^  répondront  à  la  tangente  même 
qui  est^/  (^*  +  ^*),  et  que  les  perpendiculaires  dont  il  s'agit 
répondront  à  l'ordonnée j^;  de  sorte  qu'on  aura  pour  ces 
perpendiculaires,  les  yaleurs 

parconséquent  l'équation  du  problême  sera 

k  étant  une  constante  donnée. 

Or^  le  rapport  de    l'ordonnée  à  la  souâ*tangente  «tant 
exprimé  par  la  fonction  prime  y,  on  a 

parconséquent 

y" 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  précédente^ 
elle  se  réduit  à 

équation  du  premier  ordre. 

Cette  équation ,   étant  mise   sous  la  forme  différentielle  ^ 
et  multipliée  par  dir*  -j-  dy^  devient 

iydx—xdy-^pdy)  {ydx'^xdy+qdy) — fe(cir»+£Ïy*)=o; 

c'est  l'équation  donnée  par  les  conditions  du  problême. 
fluler  Remarque  qu'il  serait  difficile  d'intégrer  cette  ^qua" 


51^4  CALCUL 

tion  directement;  mab   qu'on  y   peat  parmiir   lariUmfi^ 
en  la  differanciant. 

On  a  ainsi ,  en  prenant  dx  poor  constant, 

-i-iydx — xdy+pdy^  (9— x)  i/^— aÀify£fy=c, 

«qnation  tonte  divisible  par  ^y. 

En  la  divisant  d'abord  par  i^y^  on  a  celle-ci, 

(ydx  —  xdy+qdy){p—x') 
+  (.ydx^xdy+pdy^  (9— x)— àfafy±=o, 

qui  n'est  ^ae  du  premier  ordre  ,  comme  la  proposée ,  et  qni, 
étant  combinée  avec  elle ,  donnera ,  par  relimination  de  dy% 
une  équation  finie  en  x  ety. 

En  effet ,  cette  dernière  éqnation  étant  multipliée  par  êy, 
et  retranchée  de  la  première  multipliée  par  a  ^  on  aura  celle-ci , 

d'où  l'on  tire 

dy 2  (k — ^ 

é~jr(p  +  ç— 2X)' 

mais  la  même  équation  donne 

di      2[ft— (p— x)  (^— x)]' 

donc^  comparant  ces  deux  valeur,  et  multipliant  en  crcnz, 
en  aura  celle-ci^ 

laquelle  se  réduit  à 
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OU,  plus  simplement  encore,  à 

équation  à  une  ellipse  dont  le  carré  du  petit  axe  estft,  et 
le  carré  du  grand .  axe  est  ft  +  (  ■£ 2.  j   .  Jg  ^^te  que 

- — -  sera  la  distance  du  centre  au  foyer  ;  et  comme  le  centre 

de  Tellipse  répond  à  Fabscisse^     -^  ,  il  s'ensuit  que  les  deux 

foyers  répondent  aux  ahscissesp et 9,  et  sont,  parcpnséquent, 
dans  les  deux  points  donnés. 

En  effet,  on  sait,  par  la  théorie  des  sections  coniques , 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  de  chacun  deg 
foyers  sur  une  tangente  quelconque,  est  constant,  et  égal 
au  carré  du  petit  axe. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  ne  renferme  point 
de  constante  arbitraire,  puisqu'elle  provient  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  par  l'élimination  de  -7-  ; 

mais  on  aura  une  autre  équation,  avec  une  constante  arbitraire, 
par  le  moyen  de  l'autre  facteur  dy^  lequel  doAue  l'équatioa 
du  second  ordre 

d'où  l'on  tire 

dy:=zadry 

a  étant  une  constante  arbitraire;  cette  équatioii  étant  com- 
binée de  nouveau  avec  la  proposée,  on  aura  celle-ci, 

(^y^oj^+ap)  Qy  —  a«  +  o9)  =/£(!  + a*), 
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d'où  l'on  tire 

équation  à  deux  lignes  droites. 

Il  est  visible  ,  en  effet ,  que  la  ligne  droite  satitEût  ansâ 
au  même  problème ,  pourvu  qu'eHe  soit  placée  de  maniéré 
que  le  produit  des  deux  perpendiculaires  menées  des  deux 
points  donnés  sur  cette  ligne ,  soit  égal  à  k. 

Si,  dans  les  expressions  générales  de  ces  perpendiculaires 

trouvées  ci-nlessus^  on  substitue  ponri  sa  yaleur^^  ou  bien 

^        suivant  la  notation  du  calcul  différentiel,  on  a 
dy 

Soit 

y^rzaX'^b 

en  général  l'équation  à  la  ligne  droite,  on  aura 

dy=.adx\ 

substituant  ces  valeurs ,  les  deux  perpendiculaires  deyiendrcmt 

b'\'ap  ^"f"^ 

V/(i  +  a*)*^  y  (  1  +a^)  • 

et  l'on  aura  Téquation 
d'où  l'on  tire 

ce  qui  donne  les  mêmes  lignes  droites  que  nous  venons  de  trouver* 

Telle  est  l'analyse  à*Euler ,  que  j'ai  rapportée  en  entier, 
et  même  avec  un  peu  plus  de  détail,  pour  servir  d'exempla 


DES       FONCTIONS.  â?7 

dafts  une  matière  qui  est  encore  peu  traitée  dans  les  ouvrage* 
élémentaires. 

On  voit  que  ce  problême  admet  réellement  deux  solutions 
très-différentes ,  puisque  l'une  donne  des  lignes  droites ,  et 
Tautre  donne   une  ellipse. 

Euler  n'a  pas  cherché  à  rapprocher  ces  deux  solutions 
et  à  les  faire  dépendre  Tune  de  l'autre  ;  il  s'est  contenté  de 
donner  cette  duplicité  de  solutions  comme  un  paradoxe  de 
calcul  intégral ,  par  la  raison  que  l'équation  qui  contient  une 
constante  arbitraire,  et  qu'on  doit,  parconséquent ,  regarder 
comme  l'intégrale  complète ,  ne  renferme  cependant  pas  l'autr» 
équation  finie ,  qui  satisfait  également  à  l'équation  différentielle  , 
ce  qui  paraît,  en  effet,  contraire  aux  principes  du  calcul 
différentiel. 

Euler  regarde  aussi  comme  un  paradoxe ,  que  la  différen- 
ciation puisse  suppléer  à  l'intégration ,  ce  qui  ne  doit  s'entendre 
cependant  que  de  l'intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui 
résulte  immédiatement  de  la  différentielle  de  l'équation  pro- 
posée, combinée  avec  cette  même  équation;  car,  pour  l'autre 
intégrale  qui  dépend  d'une  intégration  subséquente,  elle  est 
conforme  aux  principes  généraux  du  calcul. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  donnée  sur  les  équations 
primitives  singulières,  on  voit  clairement  que  ces  paradoxes 
à' Euler  ne  sont  que  des  résultats  particuliers  de  cette  théorie. 

Il  est  évident  que  l'équation  à  l'ellipse,  qui  est  sans  constante 
arbitraire,  n'est  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'é- 
quation du  premier  ordre ,  donnée  par  les  conditions  du 
problême  ,  puisqu'elle  résulte  du  facteur  du  même  ordre 
qui  multiplie  la  dérivée  de  la  même  équation  ;  et  que  l'é- 
quation à  la  ligne  droite ,  qui  vient  de  l'autre  facteur  du 
second  ordre ,  est  donnée  par  l'équation  primitive  complète , 
avec  une  constante  arbitraire ,  conformément  à  la  théorie 
développée  dans  la  leçba  seizième. 
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Si  de  l'équation  d  la  ligne  droite 

y  =  ax  +  b, 
et  de  sa  dérivée 

on  tire  les  valeurs  des  constantes  a  et  6 ,  on  a 

a=y,b=y—xy'', 

et  ces  valeurs  ,  substituées  dans   Téquation  donnée  par  lei 
conditions  du  problème  ;  savoir^ 

fournissent  celle-ci , 

qui  est ,  comme  l'on  voit ,  l'équation  du  premier  ordre  a 
laquelle  le  problème  conduit  directement.  Ainsi  cette  équatiod 
appartient  à  la  classe  que  nous  avons  examinée  à  la  b 
de  la  leçon  précédente ,  dont  la  forme  générale  est 

et  qui  est  toujours  susceptible  d'une  .équation  primitive 
singulière  qu'on  peut  obtenir  par  l'élimination  dey\  au  mc^en 
de  la  dérivée  relative  à/,  ce  qui  redonne  le  résultat  qui 
nous  avons  trouvé. 

Si  l'on  voulait  tirer  l'équation  primitive  singulière  del'équatioB 
primitive  complète,  d'après  la  théorie  de  la  leçon  quinzième^  il 
n'y  aurait  qu'à  substituer  d'abord  dans  l'équation  de  conditiof 
eu  a  et  6  ^  la  valeur  de  b  tirée  de  l'équation 


y=ax  +  b, 
ce  qui  donnera  celle-ci 

qui 
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))iii  est  à  deux  lignes  droites^  et  qu'on  peut  regarder  comme 
l'équation  primitive  du  problème ,  dans  laquelle  a  est  la  cons- 
tante arbitraire.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  a  au  moyen 
de  cette  équation  et  de  sa  dérivée  ,  et  l'on  aura  encoro 
le  même  résultat^  puisque  l'équation  eny  a  la  même  forme 
que  l'équation  en  a  ;  ce  qui  sert  de  plus  en  plus  à  rapprocher 
les  différentes  méthodes  que  nous  avons  données. 

Nous  avons  démontré ,  à  l'occasion  du  problème  de  Leibnitz, 
que  toute  équation  primitive  singulière  représente  la  courbe 
formée  par  l'intersection  continuelle  des  lignes  représentée» 
par  l'équation  primitive  complète  ;  ainsi  on  peut  dire  que 
l'ellipse  qui  résout  le  problême  à*Euler,  est  formée  par  l'intersec- 
tion continuelle  de  toutes  les  droites  représentées  par  l'équatioa 

(j  —  ax  +  ap)iy'-ax  +  aq):=:k(^i  +a»), 

en  supposant  que  la  constante  a  varie  de  l'une  à  l'autre. 

Par  cette  considération  ,  on  pourrait  donc  aussi  résoudre 
le  problème  d^Euler,  comme  Leibnitz  avait  résolu  celui  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  de  cette  leçon,  et  parvenir 
directement  à  l'ellipse,  qui  n'est  donnée  par  l'analyse  que  d'un© 
manière  indirecte. 

Jusques  là  on  n'avait  considéré  les  équations  primitives 
singulières  que  comme  des  solutions  particulières  qui  se  pré- 
sentaient d'elles-mêmes  et  sans  intégration ,  et  on  n'avait  encore 
aucun  moyen  pour  reconnaître,  à  priori ^  si  une  pareille  solution 
pouvait  être  comprise  ou  non  dans  la  solution  générale  donnée 
par  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  du  problème. 
Euler  a  donné  le  premier  une  règle  générale  pour  cet  objet, 
dans  le  premier  volume  de  son  Calcul  intégral;  et  Laplace 
a  montré  ensuite  comment  on  peut  déduire  de  l'équation 
différentielle  ,  les  solutions  particulières  qui  échappent  à 
l'intégrale  complète ,  comme  nous  Tavons  rapporté  à  la  fin 
de  la  leçon  quinzième. 

T 
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Il  restait  à  dik-omTir  la  liaison  entre  ces  intégrales  parti- 
culières fct  les  intt-grales  complètes  ,  ainsi  qu'entre  les  courbes 
données  par  l?s  unes  et  les  autres ,  et  k  rappeler  toute  la 
théorie  de  ces  diifurentes  intégrales»  aux  premiers  principes 
du  calcul  dilFLrenticl  ;  cVst  ce  qu'on  a  fait  dans  un  mémoire 
Sur  ce  suîet,  impilnié  dans  \%  ilecueii  de  rAcadéniie  de  Berlin 
de  1774»  ^^  dans  un  autre  mémoire  imprimé  dans  le  même 
Recueil  pour  1773. 

Comme  ce  point  d^anal jse  est  un  des  plus  intéressans  par 
ses  diiFêreutcs  applications ,  j*ai  cru  de Fdir  en  développer  touts 
la  théorie  dans  ces  leçnns,  en  y  joignant  des  considérationi 
nouvelles  et  des  détails  historiques  qui  peuvent  faire  plaisir  aux 
analystes  et  servir  à  l'histoire  de  cette  partie  des  joaUiéioatiques. 
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LEÇON     D  I  X-H  U  I  T  I  È  M  E. 

Digression  sur  tes  équations  aux  différences 
finies  ,  sur  le  passage  de  ces  différences  aucc 
différentielles ,  et  sur  V invention  du  calcul 
différentiel. 

JLjes  premiers  auteurs  du  calcul  différentiel,  Barrow  et 
Leibnitz ,  ont  considéré  les  quantités  variables  comme  crois- 
sant par  des  différences  infiniment  petites ,  et  ont  inventé  les 
équations  différentielles  pour  déterminer  les  rapports  de  ces 
différences.  Comme  la  supposition  des  quantités  infiniment 
petites  répugne  à  la  rigueur  de  l'analyse  ,  on  a  considéré  depuis 
les  accroissemens  des  quantités  variables  comme  finis ,  et  en  a 
formé  ,  à  Timitation  du  calcul  différentiel ,  un  nouveau  calcul 
pour  les  différences  finies  ,  dans  lequel  les  résultats  sont  rigou- 
reusement exacts.  Ce  calcul  ,  dont  Tailor  avait  donné  la  pre- 
mière idée  dans  son  Methodus  incrementorum ,  et  dont  on  s*est 
beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  temps ,  sous  le  nom  de 
Calcul  aux  différences  finies  ,  sert  à  trouver  la  loi  des  termes 
consécutifs  d'une  série  ou  progression  dans  laquelle  on  connaît 
l'expression  ou  la  formation  du  terme  général  ;  et  réciproque- 
ment à  trouver  l'expression  du  terme  général ,  d'après  la  loi  des 
termes  consécutifs. 

Mais  nous  observerons  que ,  dans  ces  recherches ,  la  considé- 
ration des  différences  n'est  point  nécessaire  comme  dans  le 
calcul  différentiel ,  et  que  leur  emploi  peut  même  être  plus 
incommode  qu'utile  ,  parceque  la  suppression  des  termes 
infiniment  petits ,  qui  produit  la  simplification  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  n'ayant  point  lieu  dans  les  différences  finies  ,  il  arrive 
souvent  que  les  formules  en  différences^  sont  plus  compliquées 
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que  si  elles  contenaient  immédiatement  les  termes  successib 
eux-mêmes. 

D'ailleurs  l'analogie  qu'on  a  cru  pouvoir  établir  entre  le 
calcul  aux  différences  infiniment  petites  et  le  calcul  aux 
différences  finies ,  est  plus  apparente  que  réelle ,  malgré  la 
conformité  de  quelques  procédés  et  de  quelques  résultats  ;  car, 
dans  celui-ci^  on  considère  les  différens  termes  de  la  progres- 
sion ,  comme  représentés  par  une  même  fonction  de  quantités 
différentes  d'un  terme  à  l'autre  ,  et  les  équations  aux  diffé- 
rences finies  ne  sont  que  des  équations  entre  ces  mêmes  fonc- 
tions :  au  lieu  que  les  équations  différentielles  ,  ou  aux 
différences  infiniment  petites  ,  sont  essentiellement  entre  des 
fonctions  différentes  de  la  même  variable ,  mais  dérivées  les 
unes  des  autres  par  des  règles  fixes  et  uniformes. 

Les  équations  aux  différences  finies  ,  ne  sont  autre  ebose 
^qu'une  suite  d'équations  semblables  entre  différentes  inconnues, 
par  lesquelles  on  peut  toujours  déterminer  successivement  cha* 
cune  de  ces  inconnues. 

Mais  la  loi  uniforme  qui  règne  entre  ces  équations ,  fait  qu'on 
peut  regarder  leurs  inconnues  comme  formant  une  suite  ré- 
gulière et  susceptible  d'un  terme  général  ;  et  l'expression  de 
ce  terme  donne  alors  la  résolution  générale  de  toutes  les 
équations.  * 

Ainsi  le  calcul  qu'on  a  nommé  aux  différences ^nies  ,  n'est 
proprement  que  le  calcul  des  suites  ,  et  ne  peut  être  assimilé  - 
an   calcul  différentiel  qui  est  essentiellement  le  calcul  des 
fonctions  dérivées. 

Mais  on  a  pensé  que  la  considération  des  différences  finies 
pouvait  conduire  à  celle  des  différences  infiniment  petites,  et  que 
le  calcul  aux  différences  finies  conserverait  toute  sa  rigueur , 
en  devenant  calcul  différentiel  ,  par  l'omission  des  termes 
infiniment  petits.  Et  de  là  est  née  la  méthode  des  limites  dans 
laquelle  on  regarde  le  rapport  des  différences  infiniment  pe* 
tites  ^  comme  la  limite  du  rapport  des  différences  finies  ,  et  les 
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équations  différentielles  ,  comme  les  limites  des  équations  aux 
différences  finies. 

Je  ne  disconviens  pas  qu*on  ne  puisse ,  de  cette  manière  , 
démontrer  la  légitimité  des  résultats  du  calcul  différentiel; 
mais ,  quoique  cette  marche  paraisse  directe  et  naturelle ,  le 
passage  du  fini  à  Tinfini  exige  touj^ours  une  espèce  de  saut , 
plus  ou  moins  forcé ,  qui  rompt  la  toi  de  continuité ,  et  change 
la  forme  des  fonctions. 

Ayant  réduit ,  comme  nous  Tavons  fait ,  le  calcul  différen- 
tiel à  ses  véritables  élémens  ,  les  fonctions  dérivées ,  et  Tayant 
ainsi  entièrement  séparé  du  calcul  aux  différences  finies ,  nous 
avons  cru  devoir  dire  deux  mots  de  la  nature  et  des  usages  de 
çelui-^i ,  qui  n'est ,  à  proprement  parler  ,  que  l'analyse  ordi-? 
naire  appliquée  à  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose  dépendre 
d*une  même  loi. 

Soit  une  suite  de  quantités 

o      1       a      3       4 

y^  y^  y>  y  y  y^  «t^- 

qui  répondent  à  ces  quantités  en  progression  arithmétique 

0,  £,  2i,5i,  ^ y  etc. 

Désignons  ^  en  général ,  un  terme  quelconque  de  la  première 
suite  ^  P^^^  >  6t  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  , 

par  x;  désignons  de  plus  parj',^,  J^^  etc.,  les  termes  qui  , 
dans  la  première  suite  ,  suivent  le  terme  y ,  et  qui  répondent 
aux  termes 

X'\'if  x+a£,  x-f-3î>  etc. 

de  la  seconde. 

Enfin  ,  désignons  ^  pour  plus  de  simplicité  ,  par  les  caracté- 
ristiques A,  A*,  etc.  ,  les  différences  premières,  secondes,  etc. 
des  termes  de  la  première  suite ,  de  manière  que  l'on  ait 

ùy=y'^y,  A^=:j?— ay+^jetc. 

5 


Sg4  CALCUL 

A  regard  de  la  seconde  suite ,  il  est  clair  qu'on  aura 

àxzzii    et    A*x  =  o  y  etc. 

Cela  posé  ,  supposons  d'abord   que  la  première  suite  soit 
formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très-simple 

y=ax, 

a  étant  un  coeiGcient  constant  pour  toute  la  suite. 

On  aura  donc  aussi  ^  en  changeant  y  en  ^  et  x  en  x  -)- 1\ 
Véquation 

et  comme  les    deux  équations  doivent  avoir  lieu  en  même 
temps  ^  on  pourra  ,  si  Ton  veut ,  en  éliminer  la  constante  a. 

Retranchant  y  pour  cela  ,  la  première  de  la  seconde  ^  on 
aura 

y  — ^  =  ai  ;    ou    Ay  =  at  ; 

d'où  l'on  tire 

_  Ay. 
**  — —  •  y 
i 

donc  ,  substituant  cette  valeur  dans  la  première  j  elle  dc« 
viendra 

y^  — s—, 

^  i 

La  première  équation 
donne  le  terme  général  de  la  suite  ;  l'autre  équatiou 

•^  l 

donne  la  loi  entre  les  termes  successifs  ;  car ,  puisque 

4y  =^i  —y  » 
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09  aura 

Réciproquement ,  on  rok  qae  cette  loi  des  tenttes  étant 
doimée  ,  le  terme  général  sera  nécessairement 


ax 


a  étant  une  constante  arbitraire  ;  et  il  est  facite  de  se  caor* 
vaincre  que  et  tte  expression  de  y  en  x  est  la  plus  générale  qiii 
puisse  répondre  à  Téqnation  anx  différences 

2iy  =  ^. 

Si  la  dîIFérence  1  de  la  progression,  aritbmétiqae  deyendît 
in&niment  petite  ,  la  différence  correspondante  ây  deviendrait 

inGniment  petite  anssi ,  et  leur  report  -^ ,  qae  nous  avons 

vn  être  égal  à  la  constante  arbitraire  a,  serait  tonion]:^  le 
même.  Dans  Tinfiniment  petit ,  ce  rapport  devient  égal  â  la 
fonction  dérivée  y' ,  en  regardant  y  comme  fonction  de  x  ^ 
et  réqnation  devient  alors 

y=xf 

qui  est  l'éqnatioii  dérivée  dont 

y—ax 

est  réqnation  primitive ,  a  étant  la  constante  arbitraire. 
Supposons. maintenant  cette lei 

qoi  n  est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente. 
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On  aura  donc  aussi ,  en  changeant  y  en  jf  et  x  en  x  -|*  ^i 

^  =  ox  +  ai  +  fit"  ; 

retranchant  la  première  de   celle-ci ,  et  mettant  ùy  pour 

y  —  y  t  on  aura 

ùy  =  ai  ; 

d*où  Ton  tire 

ùy 

€t  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  a  ^  on  anra 


y  =  -^  +-^ 


% 


iiqnatîon  aux  différences  finies  y  et  qui  est  indépendante  de  la 
constante  a. 

La  première  équation  donne  donc  l'expression  du  terme  gé^ 
jiéral ,  et  la  seconde  donne  la  loi  entre  les  termes  successifs , 
de  manière  que  cette  loi  étant  proposée ,  on  aura  ,  par  la 
première  ,  le  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  a. 

L'analyse  précédente  suppose  que  la  quantité  a  est  indépen- 
dante  de  x  ,  puisqu'elle  demeure  la  même  dans  les  deux 
équations  successives  ;  mais  si  elle  dépendait  de  x  ,  de  ma- 
nière que  les  deux  équations  eussent  néanmoins  la  même  forme 
que  dans  le  cas  où  elle  est  constante  ,  il  est  clair  que  l'équa- 
tion aux  différences  qui  résulte  de  ces  deux  équations  par 
Félimination  de  a  ,  serait  encore  la  même  ;  parconséquent  on 
aurait  plus  d'une  équation  en  x  et  y  pour  la  même  équation 
aux  différences  :  c'est  le  principe  qui  donne  les  équations 
primitives  singulières ,  conmie  on  l'a  vu  dans  la  leçon  qua- 
torzième. 

Supposons  donc  ,  en  général ,  que  la  quantité  a ,  qui  répond 
àx,  devienne  a,  a,  etc. ,  lorsque  x  devient  x-f-i ,  x-j-2/,  etc. , 
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les  deux  équations  successives  ^  dont  l'une  répond  à  a:  et 
l'autre  à  a:  -}-  i  ,  seront 

jf  =  or  -f"  û*i 

y  z=:  à  (a?-f-  0  +ût*- 

Or  y  si  on  suppose  que  les  quantités  a  et  a  soient  telles  que 
Ton  ait 

la  seconde  équation  deviendra 

y:=za{x  +  i)  4-c* 

comme  dans  le  cas  où  a  est  supposé  constante  ;  parconsé^ 
quent  on  aura  également ,  par  l'élimination  de  a  ,  l'équation 
aux  diiférencea 

y       i   ^  i»- 

Il  s'agit  donc  de  trouver  le  terme  général  de  la  série  dont 

les  termes  consécutifs  a  et  a,  répondant  à  a;  et  a:  +  £ ,  ont  entre 
eux  la  relation  déterminée  par  l'équation  ci  -  dessus  j  qui  se 
réduit  à  cette  forme 

a*  — a*+(a;+i)    (a  —  a)  =  o  , 

et  qui  est ,  comme  on  voit  ,  du  genre  des  équations  aux  dif- 
férences. 

Cette  équation  se  réduit  à 

^a+a+{x  +  i')']  (a— a)  =  o, 
et  se  dé^orripose  ^  parconséquent ,  en  ces  deux-<:î , 

a  —  a=:o,a  +a-f-x  +  ï=5  0. 


S^S  C  A   L  C   0   1. 

La  première  donne 

et  y  parconséquent ,  a  é^al  à  une  constante  quelconque  ;  c*est 
le  cas  que  nous  avons  su[>p.-)sé  d'abord. 

La  seconde  donne  une  relation  entre  a  et  a,  d'après  laquelle 
il  faut  trouver  le  terme  général. 

Pour  simpIiSer  cette  équation  ,  fe  suppose  d'aboid 
metn  étant  des  constantes  ,  et  u  une  nouyeSe  variable  ;  j'ai 

et  réquation  devient ,  par  ces  substitutions^ 

ou  )e  peux  faire  disparaître  les  termes  indépendans  de  u. 
Je  fais  donc 

a/Ti  +iz=:o    et    a7i+(7n-|-i)  £=  o 

ce  qui  donne 

I  i 


de  sorte  qu'en  faisant 


a:       i 

a      4 

réquation  se  réduit  i  cette  forme  p)us  simple  , 

J'observe  maintenant  qu'en  supposant 

u  —  br*. 
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i  et  r  étant  des  constantes  ^  on  a 

et  la  substitution  donne 

équation  divisible  par  ir* ,  et  qui  donne 

^+  1=0: 
d'où  l'on  tire 


1 


r*=:  — 1     et    r=(— l)^ 

Ainsi  Texpression 

satisfait  à  l'éqpation  avec  la  constante  arbitraire  b.  En  effet, 
en  supposant  cette  équation  en  u  et  a: ,  pour  faire  disparaître 
la  constante  b ,  on  prendra  Téquation  successive 

u=:6(— 1)     *      =— i(— i)T, 
et  y  éliminant  6  ^  on  aura 

M  -f-  tt'  =  0  , 
équation  proposée. 

Donc  Texpression  générale  de  a  sera 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  l'expression  de  y ,  donnera 
un  nouveau  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  b ,  qui 
satisfera  également  à  la  même  équation  aux  différences 
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Pour  faciliter  cette  substitution ,  je  mets  Texpretsioii  domiie 
de  V  sous  cette  forme 

et  j'y  substitue  ,  pour  a  ,  la  valeur  qu*on  viest  de  trouyer  ;  il 
vient  cette  nouvelle  expression  de^ 

Comme  b  est  ici  une  constante  arbitraire  ,  on  peut  ansà 
la  faire  disparaître  par  l'équation  successive ,  dans  laquelle 
X  devient  x  +  £ ,  et  y  devient  y  ou  ^  -|-  Ji^  ;  on  aura  ainsi 

à  cause  de 


'+•  ?+i 


(-1)  *  =(-0'    =-(-0'' 

Retranchant  de  cette  équation  la  précédente ,  et  observant 
que  la  difFérence  des  deux  carrés  est  le  produit  de  la  sonune 
par  la  différence  des  racines ,  on  aura  tout  de  suite 


^       ix       ? 


d'où  l'on  tire 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  la  première  équation  ,  d«niit 
l'équation  aux  différences 


y-i^+iy-r- 
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savoir  ^ 

y—    i     ^  i*   ' 

qui  est  la  même  qu'on  avait  trouvée  dans  le  cas  où  a  était  la 
constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  suppose  que  la  différence  i  devienne 
infiniment  petite  ^  la  différence  correspondante  Ay  lé  devien- 
dra aussi  ;  mais  leur  rapport  -^  qui ,  dans  le  premier  cas  , 

X 

T  ce  l 

est  égal  à  a ,  et ,  dans  le  second  ,  est  égal  à  b  ( — i)' -, 

demeurera  fini  ;  ce  rapport  devient  alors  la  fonction  dérivée 
de  ^  ^  regardée  comme  fonction  de  j;  ;  et  T équation  aux  dif- 
férences devient ,  parconséquent , 

quiest>en  effet ,  Téquation  dérivée  dont  la  prûmtive  est 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  on  a 

y  =  a; 
et  substituant  cettç  valeur ,  il  vient 

y  =  xy'+y\ 

Mais  que  devient  alors  la  seconde  expression  de  jf'  qui  con- 
tient la  constante  arbitraire  b  ? 

Suivant  les    principes    des    infiniment    petits  ,   le    terme 

X 

—  -y  doit  être  rejeté  vis-à-vis  du  terme  fini  b  (—  i  )'  ;  ainsi  en 
4 


002  CALCUL 

aurait  simplement 
À  cause  de 

SX  X 

Maïs  cette  valeur  de  y  ne  satisfait  pas  à  Téquation  déii* 
vée  y  à  moins  qu'on  ne  suppose 

i  =  o  ; 
car  elle  donne 

Faisant  la  substitution  ^  on  a 

et  parconséquent  ^ 

i  =  o. 

Ainsi  il  faut  dire  que  le  passage  du  Uni  à  TinCnîment  petit , 
anéantit  non-seulement  les  quantités  infiniment  petites  ,  maii 
encore  la  constante  arbitraire. 

Au  reste  ^  en  faisant 

hzsto  , 
Texpression 

devient  une   valeur  singulière  ;  car  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  relatives  à  a  dans  l'équation  primitive 

jr  =  ax  +  a' , 
on  a 

a:  +  aa  =  0  ; 
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d'oà 


et  âe  la 


«  — — r» 


y—T 


Ainsi  on  peut  regarder  anssî  ^a  seconde  eTcpression  de  ^ 
comme  une  valeur  singulière  du  terme  général  ;  mais  comme 
elle  conserve  la  constante  h  tant  que  les  dîfierences  i  «ont 
finies  ,  il  est  clair  qu^elle  a  la  même  généraLté  que  la  pre- 
mière y  ensorte  qu*oa  peut  supposer  que  la  valeur  de  y  soit 
donnée  lorsque  j::  =  o  *,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs 
aângulières  des  équations  primitives  ordinaires. 

Feu  Charles ,  de  1* Académie  des  Sciences  ,  est  le  prenûer 
qui  ait  Eait  cette  remarque  importante ,  qu  a  une  raèra^  équa* 
tion  aux  différences  finies  ,  peuvent  répondre  deux  équations 
intégrales  ou  sans  différences  ,  ayant  chacune  une  constante 
arbitraire, 

Ployez  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  l'année  1783. 

Mais  les  conséquences  qu^il  a  voulu  en  tirer  dans  la  suite 
(  Mémoire  de  1788)  ,  relativement  aux  intégrales  ^a^  équa- 
tions différentielles  ,  sont  tout-à-fait  illusoires  ;  elles  prouvent 
seulement  qu*on  ne  peut  pas  appliquer  immédiatement  â  Tin- 
Hniment  petit  proprement  dit  ,  les  résultats  trouvés  dans  la 
supposition  du  fini ,  et  que  ,  dans  le  passage  du  fini  à  l'infini- 
ment  petit ,  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  termes  qui 
peuvent  cwitenir  liiJiniment  petit ,  quoique  ces  termes  puissent 
ii*êtï>e  pas  eux-mêmes  infiniment  petits. 

Ainsi  ,  dans  la  formule 

X 

le  terme  è  ( —  1  )*  ne  devient  pas  infiniment  petit  par  lasup- 


oc4  c  À  t  c  i;  L 

position  de  i  infiniment  petit  ;  néanmoins  ce  terme  Contenu 
la  différence  i ,  qui  devient  infiniment  petite  dans  Téquation 
différentielle  ,  doit  être  supprimé  pour  avoir  im  résultat  exact. 
£n  effet ,  en  effaçant  tout  ce  qui  contient  i  dans  l'équatioa 
précédente  ,  on  a  simplement 

comme  cela  doit  être  pour  satisfaire  à  Féquation  dérivée* 

La  taison  en  est  que  ,  dans  le  passage  supposé  du  fini  i 
Tinfiniment  petit ,  les  fonctions  changent  réellement  de  na-* 

ture  ,  et  que  le  -^  qu'on  emploie  dans  le  calcul  différentiel» 

est  essentiellement  une  fonction  différente  de  la  fonction  y, 
tandis  que  tant  que  la  différence  dx  a  une  valeur  quelconque , 
aussi  petite  qu*on  voudra ,  cette  quantité  n'est  que  la  diffé« 
rence  de  deux  fonctions  de  la  même  forme  ;  d*où  Ton  voit 
que  si  le  passage  du  fini  à  Tinfiniment  petit  peut  être  admis 
comme  moyen  mécanique  de  calcul ,  il  ne  peut  servir  à  faire 
conn^tre  la  nature  des  équations  différentielles  ,  qui  consiste 
en  ce  qu'elles  donnent  des  rapports  entre  les  fonctions  pri- 
mitives et  leurs  dérivées. 

On  peut  trouver  d'une  autre  manière  les  mêmes  expres- 
sions de  y  qui  satisfont  à  l'équation  aux  différences 

y — ^^  ^  i-  • 

En  prenant  l'équation  successive  qui  répond  à  x  -f-  ^  >  on  a 
aussi 


y  —  — i r-f-. 


mais 


y  —y  +  ^y,  ^y=  ^y+  ^*y\ 

donc  I 
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doitc^  retranchant  la  première  équation  delà  seconde^  on  aurai 

savoir ,  en  multipliant  par  i  et  réduisant , 

équation  qui  se  décompose  ,  comme  Ton  voit ,  en  deuss:         .  j 


A^ 


=  G    et    a:  +  t  +      ^   . — ^  :=  o. 


La  première  donne  tout  de  suite 

Ayzir.  à  une  constante; 
faisant  cette  constante  ttz  ai ,  on  obtiendra 

A  y  =  ai  ; 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  aux  différences  j  on 
âUra  ^  comàie  plus  haut , 

Retenons  maintenant  la  supposition 

A^=ai, 

mais  en  regardant  a  comme  une  variable  dépendante  de  x  ;  oq 
aura 

Ay=zai    et     A^=:(a  — a)i; 

donc  l'autre  équation  deviendra 


3o6  CALCUL 

qui  est  la  même  que  nous  avons  trouyée  plus  haut ,  et  d  oà 
nous  ayons  tiré 


a=bi-.y-l-t. 


On  aura  donc 

et  comme  Téquation  aux  différenees  peut  se  mettre  sous  la- 
forme 

la  substitution  de  cette  valeur  de  A^  donnera 

comme  plus  haut. 

Cette  manière  de  trouver  la  seconde  expression  de  y ,  revient 
à  la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  la  leçon  seizième , 
pour  les  équations  primitives  singuUères. 

En  supposant  i  infiniment  petit ,  les  valeurs  de  a  et  a  ,  qui 
répondent  à  xet  x-j-i ,  ne  doivent  différer  l'une  de  lautre 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  ;  parconséquent^  par  1« 
principe  des  infiniment  petits ,  l'équation 


se  réduit  à 

a  +  a-i-x-j-i — o 

ce  qui  donne 

aa  +  x      o  ; 

X 

DES     FONCTIONS.  5cj 

d*où  l'on  tire 

^ 

comme  dans  1^  cas  de 

6  =:  o. 

En  effet  y  l'expression  de  a 
donne  ^  relativement  à  x-f-£j 

OÙ  l'on  voit  que,  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit,  la  diffé- 
rence entre  a  et  a  demeure  finie  tant  que  la  constante  b  n'est 
pas  nulle. 

£n  général,   soit 

F(x,y,à)  =  o, 

l'équation  par  laquelle  le  terme  général  y  est  déterminé  eu 
fonction  de  jc,  a  étant  une  constante  quelconque. 

Cette  équation    est  censée  avoir  lieu  également  pour   les 

termes  successifs  y,  y,  etc.  qui  répondent  aux  valeurs  suc- 
cessives oc^iy  x-f-âi,  etc.,  de  x;  ainsi  on  aura 

et  on  pourra ,  par  la  combinaison  de  ces  deux  équations ,  éli** 
miner  la  constante  a. 

On  aura;  de  cette   manière,   une    équation  sans  a,  mais 
qui  sera  en  x^y  et  y]  et  si;  à  la  place  dey  ,    on    substitue 
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y  ••\'  ày  y  réquation  sera  en  x,  ^  et  Ay;  ce  sera  alôts^pfcH 
prement  une  équation  aux  différences  premières. 

De  même ,  si  Téquation  du  terme  général  renferme  deux 
constantes  att  b ,  comme 

F{pc,y,a,b)-=o, 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constantes  par  le  moyen 
des  deux  équations  successives 

FiS^  +  iyy^  a,  ô)  =  o,  F(a?  +  ai,j,  a,  &)=:o. 

É  M 

L'équation  résultante  sera  alors  entre  x ,  y ,  y  et  y,  ou 
bien  entre  les  quantités  x^y,  Ay  et  A^,  en  substituant ^-f-A y 

pour  y  )  et  y  -^QAy  +  A^  pour  j  ;  ce  sera  donc  une  équation 
aux  différences  secondes  ^  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  réciproquement ,  toute  équation  aux  différences  pre- 
mières OH  entre  deux  termes  successifs,  comportera  une 
constante  arbitraire  dans  Téquation  du  terme  général  ;  toute 
équation  aux  différences  secondes ,  ou  entre  trois  termes  suc- 
cessifs ,  comportera  deux  constantes  arbitraires  dans  T équa- 
tion du  terme  général,  et  ^nsi  de  suite. 

On  peut,  en  effet,  se  convaincre  que  cela  doit  être ,  parla 
nature  même  de  ces  équations. 

Considérons,   par  exemple,  une  équation  quelconque  aux 

différences  premières  entre  x,  y  et  y\  et  supposons  qu'ayant 
tiré  la  valeur  de  j^,  on  ait 

Comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans  toute  reten- 
due de  la  série,   en  faisant  successivement 

a;=o,  i,  ai,  3i,  etc., 
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o       1       ft       3  / 

la  variable  y  deviendra j^,  y yj ^J y  ^^^'   ®*  y    deviendra  en 

1     ft     s     4 
niêmetemps^^,^^, jf,jl',  etc. 

Ainsi  r  équation  proposée  donnera  cette  suite  d'équations , 

j'=/(o>^)3  y=f(}>y')>  y=A^iyy)y  etc. 

Donc ,  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes  ^ 

1      a      3 

tous  les  termes  ^,j^,^ ,  etc.  seront   donnés  par  le  premier 

o 

terme j^;  et  un  terme  quelconque  y,   répondant  à   a:,   sera 

o 

donné  en  x  et  y. 

Ainsi  Texpression  du  terme  général  contiendra  nécessaire^ 

ment  la  valeur  arbitraire  et  constante  du  premier  terme  y. 
Si  r  équation  proposée  était  aux   différences  secondes   ou 

entre  les  termes  successifs j^,  y^y*  ^^  pourrait  en  tirer  la  var- 
leur  de^,  et  Ton  aurait 

y=fi^>y>h 

Donc ,  faisant  successivement 

X  =  o ,  f ,  ai ,  3î ,  etc. , 
on  aurait 

y=fi^>yyy)>  y—f(^yy>y^y  y—f(.^iyy>yh^^o.; 

de  sorte  qu'en  substituant  toujours  les  valeurs   précédentes  , 

a      3      4  o  1 

on  aurait  les  termes^, y, ^,  etc.  donnés  en^  et  j*;  parcon- 
séquent  le  terme  général  y  répondant  à  x  serait  exprimé  en 

o  1  o  1 

x,y  ety^  dans  lequel^  et^  ont  des  valeurs  arbitraires  et 
constantes. 
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Et  ainsi  pour  les  équations  aux  différences  plus  hantes. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  qni 
doivent  entrer  dans  l'expression  complète  du  terme  général,  est 
nécessairement  égal  à  l'exposant  de  la  plus  liante  différence 
qui  entre  dans  l'équation  proposée  ;  d'où  l'on  doit  conclure 
que  toute  expression  du  terme  général  qui  satisfera  à  une 
équation  aux  différences ,  et  qui  aura  autant  de  constantes  ar« 
bitraires  que  cette  équation  en  admet  en  raison  de  l'ordre  de 
ces  différences,  devra  être  regardée  comme  complète,  de 
quelque  manière  qu'on  y  soit  parvenu. 

Mais  la  même  équation  pourra  encore  être  susceptible 
d'une  autre  expression  générale  qui  répondra  à  l'équation 
primitive  singulière ,  et  qu'on  pourra  trouver  par  les  mêmes 
principes. 

Car  si 

ff 

est  l'équation  qui  donne  l'expression  générale  de  jr  en  a:  avec 
la  constante  arbitraire  a ,  on  aura  l'équation  entre  les  termes 

successifs  j^  ety ,  ou  y' et  y*\^ày,  en  éliminant  a  des  deux 
équations 

F(x,y,d)  =  <2>,    F(x,y,  a)  =  o; 

et  le  résultat  de  cette  élimination ,  qui  sera  l'équation  aux 
différences,  sera  le  même,  soit  que  la  quantité  a  soit  une 
constante  ou  une  quantité  dépendante  de  x,  pourvu  que,  dans 
ce  cas ,  elle  soit  telle  que  Ton  ait 

^(^  +  i,J^,  c)  =  F(x+i,y,  a). 
Cette  équation  étant  délivrée  des  fractions  et  des  radicaux  ^ 

sera .  toujours  divisible  par  a — a,  puisqu  6n  effet  a=asatis^ 
fait  ;  et  il  est  clair  que  cette  racine  donne  a  égal  à,  i^oo 
constante ,  comme  on  Tayait  supposé  d'^ord. 
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Si  l'équation  ne  contient  les  quantités  a  et  a  qu'à  la  première 
dimension  ,  le  résultat  de  la  division  ne  contiendra  plus  ces 
quantités  ;  ainsi 

a  —  a  =  o 

sera  la  seule  racine  ,  et  il  n*y  aura  alors  qu'une  seule  exprès-- 
sion  du  terme  général. 

Mais  si  ces  mêmes  quantités  forment  plusieurs  dimensiont 
dans  l'équation  dont  il  s'agit,  elles  s'y  trouveront  encore  après 

la  division  par  a— a,  et  l'on  aura  une  nouvelle  équation  entre 

a  et  a  y  qui  sera,  parconséquent,  aux  différences  premières  par 
rapport  à  la  variable  a,  et  qui  pourra  donner  encore  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  a  avec  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 
C'est  le  cas  de  T équation  que  nous  avons  considérée  ci-dessus. 

En  regardant  a  comme  une  fonction  de  x ,  a  qui  répond 
à  x  -(-  ^  f  deviendra ,  par  le  développement , 


/  .   .  .   .  i* 


a  =  a  4-  m'  +  -  a"  +  etc. 

et  la  fonction  F{x^y,  a)  deviendra  aussi 

F(^x,y,  a)  +  iaF'  (a)  +  etc.  ; 

parconséquent  l'équation  en  a  et  a  deviendra 

ia^F'  (a)  +  etc.  =  o. 

Lorsque  i  devient  infiniment  petit,  les  termes  qui  contiennent 
£*,  i^,  etc.  devant  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux  qui  ne  con- 
tiennent que  if  l'équation  précédente  se  réduit  à 

ia'F'  (o)  =  o. 
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laquelle  donne 

et  parconséquent  a  constante ,  ou 

F'Xa)  =  o  \ 
d'où  Ton  tire  a  en  fonction  de  x  ;  c'est  le  cas  des  équations 
primitives  singulières. 

Dans  ce  cas  donc ,  l'expression  de  a  ne  peut  plus  contenir 
de  constante  arbitraire  ni  dépendre  de  la  quantité  i  ;  parconsé- 
quent il  faut  que  les  termes  qui  reuferçieraient  i  dans  l'exprès-* 

sion  générale  de  a ,  tirée  de  l'équation  en  a  et  a ,  disparaissent 
absolument  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit ,  quand  même  ces 
termes  ne  deviendraient  pas  alors  infiniment  petits^  comme 
Xious  l'avons  vu  dans  l'exemple  précédent. 

La  plupart  des  formules  qu'on  a  trouvées  par  la  considéra-* 
lion  des  différences  finies ,  et  qu'on  a  ensuite  traduites  en  calcul 
différentiel ,  présentent  des  diOicultés  analogues  dans  le  passage 
du  fini  à  l'infiniment  petite  et  qu'on  ne  peut  lever  que  par  le 
même  principe  de  rejeter  indistinctement  des  formules  finies 
tous  les  termes  qui  contiendraient  des  différences  infiniment 
petites ,  de  quelque  manière  que  ces  différences  s'y  trouvent 
contenues. 

Ainsi ,  par  exemple  ^  on  a  ^  en  employant  les  différences 
successives , 

y=zy+Ay,y=y+2^y  ^A^^y  +  3Ay+  3A^  +^^y,  etc.  ; 
et  en  général , 

y»)  =y+7nAyH ^ A*J  +  -^^ ^-^ ^  A^jr+etc; 

c'est  l'expression  du  terme  m.""'  qui  répond  au  terme  x-f-z^s 
de  la  série  x^  x  -j- i ,  x  +  2i,  etc. 

Si  donc  on  fait 
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le  terme  répondant  à  x  +  © ,  ser^ ,  par  Ja  substitution  dé  ^ 

i 

au  lieu  de  m 

•y^     i   ^        2  i»  ^  fl  3  ■    P   ^ 

Cette  formule  ,  donnée  d'abord  par  Newton  ^  à  la  fin  des 
Principes ,  pour  l'interpolation  des  lieux  des  comètes,  a  été  en- 
suite appliquée ,  par  Tailor ,  au  cas  où  les  différences  i  deve- 
nant infiniinent  petites  et  égales  à  dx  ,  \qs  différences  Ay, 
ù.y  j  etc.  deviennent  dy ,  d'^y  ^  etc. 

Alors,  en  négligeant  les  termes  i,  ai,  3i,  etc.  vis-à-vis  de  û>, 
on  a  la  formule 

qui  exprime  la  valeur  de  ce  que  devient^  lorsque  x  devient 

C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Tailor. 

Cependant ,  comme  les  coefBciens  de  i  dans  les  facteurs  suc- 
cessifs de  la  première  formule ,  vont  en  augmentant  continuel-' 
lenient,il  est  visible  que  ,  quelque  petit  que  soit  £,  il  se  trou- 
vera à  la  fin  multiplié  par  un  coefficient  si  grand ,  que  sa  valeur 
pourra  devenir  comparable  à  celle  de  «,  et  ne  pourra  plus 
être ,  sans  erreur  ,  négligée  vis-à-vis  de  celle-ci,'  Mais  la  sup- 
pression de  tous  les  multiples  de  i ,  quelque  grands  qu'ils  soient, 
est  néanmoins  commandée  par  la  nature  de  la  chose ,  afin  que 

les  quantités—^  ,  —rf-^  etc.  cessent  d'être  exprimées  par  les 

différences  finies  des  quantités  y  y  y  >  y  y  etc. ,  qui  sont  des 
fonctions  semblables  de  x ,  a:  +  ^,  x  +  ^i,  etc. ,  et  deviennent 
simplement  les  fonctions  dérivées  y ,  y ,  etc.  de  la  même 
fonction  j^. 
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En  effet,  la  quantité  y  étant  regardée  comme  mie  fonctioi 
de  X  y  la  formule  dont  il  s'agit  doit  donner  la  même  fonction 
de  x  -f-  r-'  ;  et  nous  ayons  démontré  y  d*une  manière  directe  et 
rigoureuse ,  que  cette  fonction ,  développée  suivant  les  puis- 
sances de  A»  ^  est  exactement  égale  à  la  série 

La  formule  des  sinus  des  arcs  multiples  ,  s'applique  de  la 
même  manière  au  développement  des  sinus  par  l'arc  ^  et  eist 
sujette  aux  mêmes  difficultés. 

£n  effet  on  a^  comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  disdème , 


„_,  m{m — i)(7ii — 2)         ,.   ,      .  , 

«m.  mx==7n  cos.  "  'x  sm.  x—  — ^ y  cos.  "•^*a:  sm^. 

2.3 

m(m— 1  )  (m—a)  (m— 3)  (m— 4) n^-^  5^_^^ 

-f-  — — — — —    ^  cos.  ""^x sm.  jc^-ctc. 

2.0.4.3 


Supposons  X  infiniment  petit  et  m  infini ,  ensorte  que  mx 
ait  une  valeur  finie  z  ;  donc  m  =  -  ,  et  les  coefficiens 

X 


m(m — i)(yn — 2)     m(m — 1)  (m — 2)  (m — 5)  (m — 4)      * 


deviendront,  en  rejetant  vis-à-vis  de  z  tous  les  multiples  de  x, 
quelque  grands  qu'ils  puissent  être  ^ 

*        a^  z^ 

P'un  autre  côté,  sin.  cr  se  réduit  à  x,  et  cos.  x  à  1  ;  donc  ^ 
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"faisant  ces  substitutions ,  on  a 


z3     ..       a» 


sin.a  =  z--— =4-     g   .  5— etc. 

formule  exacte  et  rigoureuse ,  comme  nous  l'avons  trouvé  par 
les  méthodes,  directes. 

Ce  n'est  pas  seulement  dans  le  passage  des  différences  finies 
aux  différentielles  que  les  foijctions  changent  de  forme ,  cela 
a  lieu  aussi  dans  plusieurs  autres  circonstances  •,  et  nous  allons 
faire  voir ,  par  différens  exemples ,  que  l'analyse  indique  tou- 
jours  et  opère  ce  changement,  par  des  expressions  qui  de- 
viennent alors  zéro  divisé  par  zéro. 

Considérons  d'abord  la  différentielle  d,fx.  Suivant  les  prin- 
cipes rigoureux  du  calcul  des  différences  ;  on  a 

et  parconséquent 

dx  dx 

■  d  "fx  o 

Cette  valeur  àt-^—  devient  -  lorsque  dtr  =  o  ;  pour  savoir 

ce  qu'elle  doit  être  dans  ce  cas-là,  ©n  suivra  la  règle  exposée 
à  la  Bh  de  la  leçon  huitième  ,  et  que  nous  avons  déduite  de 
principes  indépendans  du  calcul  différentiel. 

On  prendra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et 
du  dénominateur  ;  relatives  à  la  variable  Jo?,  et  on  y  fera'en*. 
*uite 

On  ftura  ainsi/^  (a?  -|-  ctr  )  ,.et,  faisant  dX:=zo,  on  trouvera^ 


^ 
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d.fx 
fx  pour  la  valeur  de  --v— i  lorsque 

<2x  =  o. 

Cette  valeur  est,  comme  Von  voit ,  la  même  qae  celle  que 
donne  le  calcul  différentiel ,  comme  nous  l'avons  observé  i 
la  fin  de  la  leçon  deuxième. 

« 

Si  l'on  considère  de  même  les  différences  secondes  ^  on  a 
d*abord  rigoureusement 

donc 

â^.fx f(^x  +  flAc)  —  gfC Jg  +  àx)  'hfic 

dx^   ~  dj^  • 

En  faisant 

dx  =  0 , 

cP  fx  o 

cette  valeur  de      '  '^  ■  devient  -  ;  on  prendra  donc  alors  les 

fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  relati- 
vement à  la  variable  dx,  ce  qui  donnera 

f  {x  +  iidx)  —f  (^x  +  dx) 

dx 

Cette  expression  devient  de  nouveau -,  lorsqu'on  y  fait 

dx :=:  o\ 

c'est  pourquoi  il  faudra  prendre  encore  les  fonctions  dérivées 
du  numérateur  et  du  dénominateur  relativement  à  la  même 
variable  dx  \  on  aura 

s/"  (  0?  +  2(£r  )  — Z' (x -(- air  ); 
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En  faisant  ici 

dxziz  o^ 

d^,  fx 
on  a  enfin  f"x  pour  la  valeur  de     J'^-  ,  lorsque 

ajc=  G. 

C'est,  en  effet,  la  valeur  de  la  différentielle  seconde  dej^ , 
divisée  par  doc^. 

On  doit  conclure  de  là,  en  général,  que  les  expressions 

-j2- ,  — ^  ^  etc.  employées  dans  le  calcul  différentiel ,  ne  peuvent 

être   prises    que   pour   des  symboles  des   fonctions  dérivées 
y./,  etc. 

Nous  avons  observé  plus  haut ,  que  Tailor  n'était  parvenu 
à  la  formule  qui  porte  son  nom ,  que  d'une  manière  peu  exacte. 
On  peut ,  par  les  principes  précédens  ,  donner  à  son  procédé 
toute  la  rigueur  que  l'analyse    exige. 

Si,  dans  la  formule  générale  d'interpolation  donnée  ci-dessus, 
on  fait 

elle  devient 

f(^x  +  a)=fx  +  t».—jL^  -f  -^ '  .  —^ 

+  -^ O --T-+'''^ 

dans  laquelle 

* 
A,fx=f{x  +  i)  —fx 

AV/x  = /(x  +  ai)  —  a/(x  +  0  +  A^, 
etc. 
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Cette  formule  est  générale  quel  que  soit  i  \  mais  en  faisant 


i  =  o 


*         t  t        »_       .        A  %  fx    A*. /à?  -     .  0 

les  valeurs  des  expressions  — :=^  .  — ^ —  ,  etc.  deyiennent  -. 

'^  II*  0 

Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
considérées  ci-dessus ,  en  changeant  A  en  d,  et  î  en  dr. 

Ainsi  elles  deviennent ^^x,  fx ,  etc. ,  dans  le  cas  de 

i  =  o. 
On  a  donc  alors 


©» 


f{x  +  »)  =/a:  +  tff  a:  +  ^fx  +  etc- 

comme  nous  Tavons  trouvé  dans  la  leçon  deuxième ,  d'une  ma- 
nière rigoureuse  et  directe. 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  d'exposer,  quô 
ceux  qui ,  d'après  Euler,  regardent  les  différentielles  comme 
de  véritables  zéros ,  et  parconséquent ,  leur  rapport  comme 
celui  de  zéro  à  zéro ,  sont  dans  toute  la  rigueur  de  Tanalyse  ; 
parcequ'une  fonction  qui  satisfait  en  général  aux  conditions 
d'une  question  ,  ne  saurait  changer  de  forme  pour  im  cas  par- 
ticulier ,  qu'en  passant  par  l'état  de  -  *,  comme  on  peut  le  prou- 
ver par  plusieurs  exemples. 

On  sait  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progrès- 
lion  géométrique 

1  +  û  +  a*  4"  û^  +  Gtc. , 


est  exprimée  par 


1  — a'* 
1  — a' 


En  regardant  cette  expression  comme  une  fonction  de  /i, 
on  voit  que  cette  fonction  est  de  la  forme  exponentielle. 
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Cependant,  lorsque 

c  =  1  , 
la  série  devient 

1  +  1  +  ^  +  6tc., 

et  la  somme  de  n  termes  est  n. 

Ainsi ,  dans  ce  cas  ,  il  faut  que  la  fonction  exponentielle 
change  de  forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique , 
ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  l'ana- 
lyse indique  alors  par  l'expression  -• 

En  effet,  en  faisant 

û  =  1 


> 


1  —  a*  ,    .      o 


la  formule devient-  :  pour  en  trouver  la  valeur,   il 

1  —  a  o     '^  ' 

faut  prendre  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur, relativement  à  la  variable  a,  ce  qui  donne  na^'^^ ^  et 
parconséquent  ti,  en  faisant 


La  fonction  primitive  de  x" ,  ou  l'intégrale  de  x^dx ,  est , 

en  général , 


^iH-i 


Pour  qu'elle  commence  au  point  où 


a;=  a 


f 


a«+i 


il  en  faut  retrancher  la  constante  — ; —  :   et  Ton  a  alors  la 

n-f-  1 

fonction 

<pii4-i ^n-+-i 

/i  +  1 

Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique  ;  mais  dans  I« 

cas  où 

n  =  —  1. 
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elle  devient  -  ;  ce  qui  indique  qu'elle  doit  alofs  changer  dé 

forme. 

Pour  trouver  la  nouvelle  fonction ,  on  prendra  les  fonctions 
dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  rexpressioQ 
précédente ,  relativement  à  la  variable  n  ;  Ton  aura  ainsi  ^  par 
les  formules  données  dans  la  leçon  quatrième , 

x*»^*  Ix  —  a***"*  la* 

En  faisant 

n  =  —  1 , 

X  ...  1 

on  a  Zr  —  la  oui-  pour  la  fonction  primitive  de  - ,  tiomme  où 

Ta  trouvé  dans  la  même  leçon  par  d'autres  principes'. 
La  série 

cos''""*^  smx— ^■^- -^ Xcos^^-^xsm.^o? 

2.0 

^  (n— i)  (yi— q)  (n— 5)  (yi— 4)  ^ ^«««-ô^  „-„5 ^      «4^ 

•4-  -^ s — y-p X  cos^^'x  sm^'x— etc. 

•  2.5.4.5 

sm  luc 
est  représentée  généralement  par  la  fonction  en  sinus  , 

comme  on  le  voit  par  la  formule  rapportée  plus  haut« 
Cette  fonction  devient  -  lorsque 

auquel  cas  la  série  se  réduit  à 

sin  X        sin^  x     .     sin^  x 


n    ' 


+  t s ^®tc. 


cosx      Scos^'x       Scos^o; 

Cela  indique  que  la  fonction  doit  changer  de  forme  dans  ce 
cas  ;  en  effet ,  si  on  prend ,  suivant  la  règle ,  les  fonctions  dé- 
rivées du  numérateur  et  du  dénominateur ,  relativement  à  la 
variable  n,  la  fonction  devient  x  cos  nx,  et  se  réduit  à  la  fonc- 
tion circulaire  x ,  en  faisant 

71  =  o. 

C'est  ^ 
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G  est,  comme  l'on  sait ,  la  valeur  rigoureuse  dé  la  série 

tang  X  —  -  tang^  ^  +  c  *^^S^  ^  —  etc. 

On  voit  clairement,  par  ces  différens  exemples,  qu'il  se- 
rait   aisé  de  multiplier  s'il  était    nécessaire  ,  (Jue  l'éxpres- 

fiion  -  est  toujours  le  symptôme  d'un  changement  de  fonc- 
tion, ce  qu'il  me   semble  qu'on  n'avait  pas  encore  remarqué. 

C'est  par  les  principes  exposés  dans  cette  leçon ,  qu'on  peut 
résoudre  ,  d'une  manière  satisfaisante  ,  les  difficultés  qu*on  a 
toujours  rencontrées  lorsqu'on  a  Voulu  appliquer  à  un  nombre 
infini  d'élémens ,  les  formules  qu'on  avait  trouvées  pour  un 
nombre  fini  quelconque.  Le  fameux  problème  des  cordes  vi- 
brantes en  fournit  un  exemple  remarquable  ;  et  l'on  peut  voir 
dans  les  Opuscules  Mathématiques  (tom.  I  et  //^,  les  objections 
que  d'^/em&erf  a  faites  contre  la  solution  de  ce  problème,  don- 
née dans  le  premier  volume  des  Mémoires  de  Y  Académie  de 
Taurin ,  et  déduite-  de  la  formule  générale  du  mouvement  d'un 
fil  chargé  d'un  nombre  quelconque  de  poids  ,  en  supposant  ce 
nombre  infini,  et  chaque  poids  infiniment  petit.  Dans  la  ré- 
ponse à  ces  objections ,  qu'on  trouve  dans  le  second  volume  des 
mêmes  Mémoires,  je  me  suis  contenté  de  faire  voir,  par  l'exac- 
titude des  résultats,  la  légitimité  des  suppositions  que  j'avais  em- 
ployées dans  le  passage  du  fini  à  l'infini  ;  mais  la  vraie  métaphy- 
sique de  ces  suppositions  dépend  des  mêmes  principes  que  celle 
du  calcul  des  infiniment  petits ,  sur  laquelle  il  ne  peut  plus  rester 
maintenant  d'incertitude  ni  d'obscurité. 

Nous  allons  terminer  cette  leçon  par  quelques  remarques 
6ur  l'invention  du  calcul  différentiel. 

On  peut  regarder  Fermât  comme  le  premier  inventeur  des 
nouveaux  calculs.  Dans  sa  méthode  de  maximis  et  minimis 
il  égale  l'expression  de   la  quantité,    dont  on    recherche  le 
maximum  ou  le  minimum ,  à  l'expression  de  la  même  quantité 

X 
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dans  laquelle  rinconnue  est  augmentée  d'une  quantité  indéter- 
minée. Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  radicaux  et 
les  fractions  6*il  y  en  a,  et  après  avoir  effacé  les  tenues  commun3 
dans  les  deux  membres ,  il  divise  tous  les  autres  par  la  quan- 
tité indéterminée  par  laquelle  ils  se  trouvent  multipliée;  ensuite 
il  fait  cette  quantité  nulle ,  et  il  a  une  équation  qui  sert  à  dé- 
terminer rinconnue  de  la  question.  En  voici  un  exemple  très- 
simple^  donné  par  Fermât. 

Soit  proposé  de  diviser  une  ligne  donnée  en  deux  partiee»  de 
manière  que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 
Nommant  a  la  longueur  de  la  ligne  donnée ,  et  x  une  de  s^ 
parties^  O'. —  x  sera  l'autre,  et  l'expression  dont  on  cberche 
le  maximum  sera  ax — x^.  Ajoutant  la  quantité  arbitraire  f 
à  l'inconnue  x,  on  aura  cette  nouvelle  expression  ^ 

û  (a;  +  ^)  "~  (^4-  0** 
Egalant  ces  deux  expressions^  on  a  l'équation 

ax—  x*=<x(jc+e)  —  (x-f-e)*, 
tavoir  en  développant  le  quarré  (jc-f-e)*, 

ax —  a:*  =  ca;  +  ae-—  x*  —  axe— è*. 

£iïaçant  de  part  et  d'autre    les  termes  communs  ax  -«-  x*, 
et  divisant  les  autres  par  e^  on  a 

a —  2x  — c  =  0, 

où  il  faut  maintenant  supposer  e  nul^  ce  qm  réduit  l'équa- 
tion à 

a  —  ax  =  0  ; 
d'où  l'on  tir© 

a 

a 


x=-. 


ce  qui  montre  que  la  ligne  donnée  doit  être  partagée  par  b. 
milieu^  comme  on  le  sait  d'ailleurs. 


D  E  8     r  O  N  C  T  I  O   N  s.  3a3 

îï  est  facile  de  voir  au  premier  coup-d'oeil ,  que  la  règle 
déduite  du  calcul  diiFérentiel ,  qui  coasiste  à  égaler  à  zéro 
la  différentielle  de  l'expression  qu'on  veut  rendre  un  maximum 
ou  un  minimum,  prise  eu  faisant  varier  l'inconnue  de  cette 
expression ,  donne  le  même  résultat ,  parceque  le  fond  est  1% 
xuéme^  et  que  les  termes  qu'on  néglige  comme  infiniment  pe- 
tits dans  le  calcul  différentiel ,  sont  ceux  qu'on  doit  suppri- 
Iner  comme  nuls  dans  la  méthode  de  Fennat. 

Sa  méthode  des  tangentes  dépend  du  même  principe.  Dans 
l'équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée ,  que  Fermât  appeQe 
la  propriété  spécifique  de  la  courbe ,  il  augmente  (Ml  diminua 
l'abscisse  d'une  quantité  indéterminée,  et  il  regarde  la  nou- 
velle ordonnée  comme  appartenant  à- la-fois  à  la  courbe  et  à 
la  tangente ,  ce  qui  fournit  une  équation  qu'il  traite  comme 
.celle  de  la  méthode  de  mxtximis  et  minimis. 

Ainsi  X  étant  l'abscisse   et  y  l'ordonnée,  si  t  est  la  sou- 
tangente  au  point  de  la  courbe  qui  répond  à  xeXy^  il  est 

facile  de  voir  que  les  triangles  semblables  donaent*^       ■■ 

poiu*  l'ordonnée  à  la  tangente,  relativement  à  rabdcisâêx-(»6; 
et  cette  ordonnée  doit  être  égalée  à  celle  de  la  courbe  pour  la 
in^me  abscisse  x  -j-  e.  On  aura  donc  l'équation  dont  il  s'agit, 
en  mettant  dans  l'équation  de  la  tourbe ,  x  -f-  e  à  la  placô 

de  i:,  et  jf-f-^  à  la  place  de  j^.  Cette  équation,  après  les 

réductions,  sera  divisible  par  e  \  on  divisera  donc  tous  les  termes 
par  e,  et  oh  supprimera  ensuite  comme  nuls  tout  ceux  où 
l'indéterminée  e  se  trouvwa,  parcequ'on.  doit  supposer  cette 
indéterminée  nulle.  L'équati<Mi  restante  domier a  la  Takuî  de  l( 
en  X  ^t  y. 
Ainsi  dans  la  parabole^  par  ^cemple ,  d^t  i'é^atîon  edt 

en  mettant  ^  -f  ^  à  la  place  de  j^,  et  x  +«  à  la  place  de  j?, 
l'équation  devient 


y 
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/+-*^ — }.^— oa:  — a«=o; 

Malf 

^— ax  =  0; 

donc  effaçant  ces  termes  et  divisant  les  antres  par  e ,  ofi 
mura 

•t  effaçant  encore  le  terme  ^^  ,  qui  s'éyanouit  en  faisant  e 
Bul)  on  aura  simplement  l'équation 

^ a  =  o; 

doù  Ton  tire 

<  =  -«^  =5  ax. 
a 

On  voit  encore  ici  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermai  avec 
celle  du  calcul  différentiel;  car  la  quantité  indéterminée  dont 
on  augmente  l'abscisse  x ,  répond  A  la  différentielle  dx ,  et 

la  quantité  ^  ^  qui  est  l'augmentation  correspondante  de  j; 

répond  à  sa  différentielle  dy. 

Et  il  est  même  remarquable  que  ^  dans  l'écrit  qui  contient 
la  découverte  du  calcul  différentiel ,  imprimé  dans  \es  Actes 
de  Leipsic  du  mois  d octobre  1684  >  sous  le  titre  :  Nova  Ttie- 
ihodus  pro  maximis  et  minimis  ^  etc.  Leibnitz  appelle  dy  une 
ligne  qui  soit  à  la  ligne  arbitraire  dx  comme  l'ordonnée  y  à 
la  soutangente^  ce  qui  rapproche  l'analyse  de  Leibnitz  de 
celle  de  Fermât, 

On  voit  que  Fermât  a  ouvert  la  carrière  par  une  idée 
très-originale ,  mais  un  peu  obscure  ,  qui  consiste  à  introduire 
dans  l'équation  une  indéterminée  qui  doit  être  nulle  par  la  na- 
ture de  la  question,  mais  qu'on  ne  fait  évanouir  qu'après  avoir 
diyifé  toute  lequation  par  cette  même  quantité. 
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Cette  idée  est  devenue  le  germe  des  nouveaux  calculs  qui  ont 
fait  faire  tant  de  progrès  à  la  géométrie  et  à  la  mécanique  ;  maîs^ 
on  peut  dire  qu'elle  a  porté  aussi  son  obscurité  sur  les  prin^ 
cipes  de  ces  calculs. .  ■  ■- 

Maintenant  qu'on  a  une  métaphysique  bien  claire  de  ^pa 
principes ,  on  voit  que  la  quantité  indéterminée*  que  Fermât 
ajoutait  à  l'inconnue ,  ne  servait  qu'à  former  la  fonction  déri- 
vée qui  doit  être  nulle  dans  le  cas  du  maximum  ou  mini-' 
mum  ,  et  qui  sert  en  général  à  déterminer  la  position  des  tan- 
gentes des  courbes. 

Mais  les  géomètres  contemporains  de  Fermât  ne  saisirent 
point  l'esprit  de  ce  nouveau  genre  de  calcul  ;  ils  ne  le  regar- 
dèrent que  comme  un  artifice  particulier  applicable  seule- 
ment à  quelques  cas,  et  sujet  à  beaucoup  de  difficultés.  On 
peut  voir  dans  le  troisième  tome  des  Lettres  de  Descartes , 
sa  longue  dispute  avec  Fermât  sur  ce  sujet.  Aussi  cette  in- 
vention qui  avait  paru  un  peu  avant  la  Géométrie  de  Descartes, 
demeura-t-elle  stérile  et  presque  dans  l'oubli  pendant  près  d© 
quarante  ans  ;  car  si  on  excepte  la  règle  de  Sluze ,  pour  trouver 
les  tangentes  ^  qui  paraît  déduite  de  la  méthode  de  Fermât , 
et  la  méthode  donnée  par  TVallis  pour  le  même  objet,  laquelle 
n'est  que  celle  de  Fermât ,  présentée  d^une  manière  moins  ab-* 
straite ,  cet  espace  de  temps  n'offre  rien  qui  ait  rapport  à  la 
découverte  de  Fermât. 

Enfin  Barrow  imagina  de  substituer  aux  quantités  qui  doivent 
être  supposées  nulles,  suivant  Fermât^  des  quantités  réelles,  mais 
infiniment  petites ,  et  il  donna  en  i  G74  sa  Méthode  des  tangentes  , 
qui  n'est  que  la  construction  de  celle  de  Fermât,  par  le  moyea 

du  triangle  infiniment  x>etit ,  formé  de»  côtés  e  et  -2-^  et  du 

côté  infiniment  petit  de  la  courbe,  regardée  comme  un  poly- 
gone. Il  donna  ainsi  naissance  au  système  des  infiniment  pe- 
tits^ et  au  calcul  différentiel.  Mais  ce  calcul  n'était  encor^i 
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qa*ébauclié ,  car  u  ne  s'^pliquait  qu'anx  caqprMwma  ratioiK 
Belles ,  et  exigeait  le  développement  des  termes^  pour  qu'ott 
pût  nég^ger  ceux  qui  contiendraient  le  qoarré ,  et  lee  poi»^ 
eances  supérienres  des  q[iiantités  infiniment  petites.  > 

^L  restait  donc  à  trouver  un  algoritlune  simple  et  gânésal . 
if|kceble  àjtoutes  sortes  d'expressions ,  par  lequel  ou  pût 
passer  directement  et  sans  aucune  réduction  „  des  formules 
algébriques  à  leurs  diiFérentîeUes.  C'est  ce  que  Lgibnita  a 
donné  dix  ans  après»  durs  Técrit  citéci^essus»  qui  renferme 
les  élémens  du  calcul  différentiel  proprement  dit.  Il  parlât  que 
Newton  était  parvenu ,  dans  le  même  temps  ^^  ou  un  peu  aupa< 
yafant ,  aux  mimes  abrégés  de  calcul  pour  lel  diffërentiations. 
Mais  c'est  dans  la  formation  des  équations  différentieUes  et  dan» 
leur  intégration  que  c(»iiiste  le  grsoid  mérite  et  la  force  princi- 
pale des  nouveaux  calculs;  et  sur  ce  pomt,  il  me  semble  que 
la  ^oire  de  Finv^Eition  est  presque  imiquement  due  i  iMb." 
hUz  ,  et  surtout  aux  BemouUi. 

Maia  tandis  que  cet  édifice  s'élevait  à  une  hauteur  immenae  » 
rentrée  en  demeurait  toujours  mal  éclairée.  L'emploi  de  quan« 
tités  qui  doivent  s'évanouir  d'elles-mêmes,  ou  qui  doivent 
être  négligées  en  raison  de  leur  petitesse,  n'offre  à  l'esprit 
des  commençans  que  des  idées  peu  satisfaisantes ,  et  parconsé^ 
quent  pçu  propres  à  servir  de  base  i  W  partie  la  plus  im-^ 
portante  des  mathématiques.  Poui;  lever  tous  les  scrupules  et 
dissiper  tous  les  nuages,  il  ne  faut  rien  faire  évanouir  ,  ni 
rien  négliger  \  c'est  ce  qu'on  obtient  par  la  oonsidératioa 
des  fonctions  dérivées. 
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LEÇON     D  I  X-N  EU  VI  È  M  E. 

Des  Fonctions  de  deux  ou  plusieurs  {variables  ; 
de  leurs  Fonctions    dérivées.    Natation    eà 
formation  de  ces  fonctions. 

J_N  o  U  s  n'avons  encore  traité  que  des  fonction»  d'une  seule . 
variable  ;  car  lorsque  nous  avons  considéré  des  fonctions  de 
deux  ou  de  plusieurs  variables ,  nous  avons  regardé  ces  variables 
elles-mêmes  comme  fonctions  d*une  seule  et  même  variable. 
Or ,  si  on  considère  une  fonction  de  deux  ou  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes^  il  eit  clair  que  cette  fonction  pourra 
avoir  différentes  fonctions  dérivées  relatives  aux  différentes  va- 
riables ,  et  qui  naîtront  de  la  fonction  primitive  par  le  simple 
développement ,  en  attribuant  à  chaque  variable  un  accroisse- 
ment particulier. 

Ainsi  le  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives  à  une  seule 
variable ,  conduit  naturellement  à  celui  des  fonctions  dérivée» 
relatives  à  différentes  variables  ,  lequel  n'est,  comme  l'on  voit, 
qu'une  généralisation  du  premier  ^  et  dépend  des  mêmes  prin- 
cipes. 

Si  les  inventeurs  du  calcul  différentiel  l'avaient  regardé  d'à- 
tord  comme  le  calcul  des  fonctions  dérivées ,  ils  auraient  été 
conduits  naturellement  et  immédiatement  au  calcul  des  fonctions 
dérivées  relatives  à  plusieurs  variables  ;  et  il  ne  se  serait  pas 
passé  un  demi-siècle  entre  la  découverte  du  calcul  différentiel 
proprement  dit  >  et  œlle  du  calcul  aux  différences  partielles  y 
qui  répond  au  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives  à  diffé- 
rentes variables.  A  plus  forte  raison  ^  au  lieu  d'envisager  <jp 
dernier  comme  un  nouveau  calcul  ^  on  l'aurait  seulement  re- 
gardé comme  une  nouvelle  application  ou  plutôt  comme  une 
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extension  du  calcul  dilTérentiel ,  et  on  aurait ,  dès  le  coBunen^ 
cernent ,  embrassé  sous  un  même  point  de  vue  et  sous  uni 
même  dénomination ,  les  différentes  branches  du  même  calcul, 
qui  ont  été  long-temps  séparées  et  comme  isolées. 

Soit  d'abord  y(j:,  j')  une  fonction  quelconque  de  deux  va» 
riables  x  ety ,' que  nous  regarderons  comme  indépendantes 
l'une  de  l'autre.  Si  dans  cette  fonction  on  substitue  à-la-fi)is 
x^ià,  la  place  de  x ,  et^  +  ^  ^  ^^  place  de  y ,  les  deux  quan:* 
tités  i  et  o  étant  indéterminées ,  qu'ensuite  on  développe  la 
fonction  /"(x-f-i^^-f*^)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  i  et  o ,  il  est  clair  que  te  pren^er  terme  ^ans  £  ni  o  aéra  la 
(onction  prQposéey*(x,^)  »  et  que  les  autres  ternies  seront  de 
nouvelles  fonctions  de  x  et  jr^  multipliées  successivement  par. 
i,  o,  £•,  io,  o*,  P ,  etc.  ^ 

Ces  fonctions  seront  aussi  dérivées  de  la  fonction  primitiTe 
f{x,y)  ;  et  on  trouvera  la  loi  de  leur  dérivation,  en  considérant 
successivement  les  dérivées  relatives  à  chacune  des  quantités  itto. 

Pour  cela ,  on  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la 
variable  x  qui  devienne  x  -f~  ^>  U  variable  y  demeurant  la 
même ,  et  on  développera  îa  fonctiony  (  x  '\-  i^y)  comme  une 
simple  fonction  de  x.  On  supposera  ensuite  que ,  dans  les  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  «: ,  la  variable  y  devienne  y  -f-o  ,  et 
on  développera  chacune  de  ces  fonctions  comme  des  fonctions 
de  y ,  en  regardant  alors  la  variable  x  comme  une  constante. 

Il  naîtra  ainsi  du  développement  A&  f  (^cç  -^  i , y  +  o), 
différentes  fonctions  dérivées  de  la  fonction  primitive  y  (  x^y), 
dont  les  unes  seront  relatives  à  la  variable  x ,  les  autres  seront 
relatives  à  la  variable^,  et  d'autres  enfin  seront  relatives  en 
partie  à  la  variable  Ji:  et  çn  partie  à  la  variable  y  ;  la  loi  du 
développement  étant  toujours  la  même ,  mais  appliquée  suc- 
cessivement aux  différentes  variables. 

Mais  pour  ne  pas  confondre,  dans  la  notation ,  ces  différentes 
fonctions  dérivées  ^  on  pourra  dépoter  les  fonctions  dérivées  re^ 
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latives  à  la  seule  variable  x ,  par  des  traits  appliqués ,  comme 
à  Tordinaire ,  à  la  caractéristique  de  là  fonction^  et  suivis  d'une 
virgule  ;  les  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable  j^ ,  par  des 
traits  appliqués  à  la  même  caractéristique ,  mais  précédés  d'une 
virgule  ;  enfin  les  fonctions  dérivées  relatives  en  partie  à  la 
variable  x  et  en  partie  à  la  variable  j^^  par  dfs  traits  séparés 
par  ime  virgule ,  de  manière  que  ceux  qui  précèdent  la  virgule 
se  rapportent  à  la  variable  x,  et  ceux  qui  la  suivent  se  rap- 
portent à  la  variable  j^. 

Cette  notation  conserve  mieux  l'analogie  qui  doit  régner 
entre  les  fonctions  dérivées  et  la  fonction  primitive /*(  a:, j^)  , 
dans  laquelle  la  virgule  sépare  les  deux  variables  indépendantes 
xety,  que  celle  que  j'avais  employée  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions ,  en  appliquant  au  bas  de  la  caractéristique/"  lès  traits  re- 
latifs aux  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  seconde  variable  jr. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'employer ,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  leçon  dix-<huitième ,  les  traits  in- 
férieurs pour  désigner  les  fonctions  primitives  d'une  fonctioa 
donnée. 

De  cette  manière  on  aura  donc^  en  premier  lieu  ^ 


i 


» 


\p 


+  etc. 

Substituant  maintenant  partout  j^+  o  à  la  place  dey ,  on 
aura 

+  ^VH^,^  +  o)  +  ^/*'(x,jy  +  o)  +  etc. 

Péveloppons  succeuiveinent  les  foncticms 

fix,y  +  o'),f'(,x,y  +  o'),f'(,x,y  +  o-),*te. 
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comme  dea  fonctiont  dey  ^o  ^on  aura  pareiUement 


o*    .,      .  .    o' 


+  etc. 


o* 


et  ainai  de  suite. 

Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordonnant  les  termes  par 
rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  i  et  o,  on  aura  ce 
développement  complet 

/(  X  +  i,y  4-  o)  =/(x  ,y)  +  if  '  (x,jy  ) + o/''(x,jr  ) 

+  etc. 
dans  lequel  la  forme  générale  des  termes^  est 


i"»o*' 


Dans  Topération  que  nous  venons  de  faire  pour  avoir  le  déve- 
loppement de/(x4"*>y+ot)  ,  nous  avons  commencé  par 
substituer ,  dans  /"(x ,  y  )  ,  cr  -f-  *  pour  x ,  et  nous  avons  déve- 
Teloppé  suivant  i  ;  nous  avons  ensuite  substitué  y  dans  tous  les 
termes  de  ce  développement,^  -{-  o  pourjy ,  et  nous  avons  dé- 
veloppé suivant  o. 

Or  il  est  visible  qu*on  aurait  identiquement  ^e  même  résultat 
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fi  on  commençait  l'opération  par  la  substitution  de^  -f-  o  à  la 
place  de  y  y  et  par  le  développement  suivant  o ,  et  qu  on  fît 
^    ensuite  la  substitution  dû  x-^i  pour  x ,  et  le  développement 
solvant  i. 

De  cette  manière  on  aurait  â*abord  les  fonctions  primes  ^ 
secondes,  etc.  relatives  à  y,  c*est*-à~dire ;  suivant  la  notation 
que  nous  venons  d'employer  les  fonctions 

Ensuite  on  aurait  les  fonctions  primes ,  secondes ,  etc.  d^ 
Cellés-ci  relatives  à  x,  et  qui  seraient  désignées  par 

et  on  obtiendrait  ainsi  la  même  formule  que  ci-^dessus  ^  comme 
cela  doit  être. 

Mais  il  faut  remarquer  que  ,  dans  le  premier  procédé ,  la 
fonction  f'^  i^fy)%  relative  à-la-fois  kx  etày,  s'obtient  en 
■^  prenant  d'abord  la  fonction  prime  de/( x,y^  relativement  à  x, 
ce  qui  donne  y»  (x,^' ) ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-» 
ci  relativement  ày  ;  d'où  résulte  la  fonctiou  seconde/^*' (a:, j»)  ; 
et,  dans  le  second  procédé,  la  même  fonction  s'obtient  en  pre- 
nant d'abord  la  fonction  prime  de  /  (a?,  j^)  relativement  à  y, 
ce  qui  donne  /**'  (x,  j'),  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle- 
ci  relativement  àx,  ce  qui  donne  également  y'''  O^iy)» 

D'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse  la 
double  opération  nécessaiii^e  pour  passer  de  la  fonction  primi-^ 
ti\efQx,y)  à  la  double  dérivée /^'(a;,j'). 

Et,  comme  on  doit  dire  la  même  chose  des  autres  fonctions 
dérivées  dénotées  par  des  traits  séparés  par  une  virgule  ,  on  ep 
peut  conclure ,  en  géoéral,  que  les  opérations  indiquées  par  leir 
traits  placés  av^nt  et  après  la  virale  ,  sont  absolument  indé-* 
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pendantes  entre  elles  ,  et  qu'elles  conduisent  aux  mêmes  rê4 
sultats  ,  quelque  ordre  qu*on  suive  en  prenant  les  fonction»' 
dérivées  relativement  à  a;  et  ^^  indiquées  par  les  traits  qui  pré- 
cèdent ou  qui  suivent  la  virgule. 

Ainsi  on  aura  également  la  valeur  de  la  fonction  dérivée 
triple  f"^  (,^  yy)  9  en  prenant  la  fonction  seconde  de  fi^Jo^y) 
relativement  à  x ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  rda- 
tivement  ^  y  y  ou  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime  de 
f{Xy  y)  relativement  ky,  et  ensuite  la  fonction  seconde  de 
celle-ci  relativement  à  x  ;  ou  bien  encore  en  prenant  la.fono- 
tioa  prime  de  f{x ^y)  relativement  àx,  ensuite  la  fonction 
prime  de  celle-ci  relativement  à  y ,  et  enfin  la  fonction  prime 
de  cette  dernière  relativement  à  x,  et  ainsi  de  suite. 

Soit ,  par  exemple  « 
on  aura  les  fonctions  primes  ^  relatives  à  x  et  y, 

La  première  donnera ,  relativement  à  j^ ,  la  dérivée 
et  la  seconde  donnera  également ,  relativement  à  jr  > 

r'(.^>y)=-Y' 

ensuite  on  aura^  relativement  à  x  et  à^  seuls. 
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La  dérivée ,  relativement  ày,  de  /"' (,x,y),  sera 

et  la  dérivée,  relativement  à  a?,  de  f^Xx,y}  sera  aussi 

et  ainsi  des  autres. 

A  Vimitation  de  ce  que  nous  ayons  fait  sur  les  fonctions 
d'une  variable,  si  on  suppose  que  la  variable  zsoit  une  fonc- 
tion de  deux  variables  x  ety  y  soit  explicite,  soit  donnée  sim- 
plement par  une  équation  quelconque  entre  a?,  y  et  » ,  on 
pourra  désigner  par 

z'^»,  z'',  z\  z^'',  z^,  etc. 

ses  différentes  fonctions  dérivées ,  en  appliquant  à  la  lettre  & 
les  traits  avec  la  virgule  qu'on  applique  à  la  caractéristique^! 

Ainsi  X  devenant  X'+'i  et  y  devenant  en  même  temps j^4"^# 
la  valeur  de  z  deviendra 

X  +  Jz^+ oz''+ -^'»+ ïW''+ ^^'''+ -4*^'+  —  ^'^'^  +  etc; 
^        '  'a  a       '  a.o  a  ' 

et  le  terme  général  de  cette  série  sera 

{i.a.3..m)  (i.a.3...7i) 

• 

On  voit  que  les  fonctions  de  deux  variables  engendrent; 
par  le  développement ,  différentes  sortes  de  fonctions  dérivées 
dont  la  dérivation  répond  à  chacune  de  ces  variables  ;  et  que 
ces  fonctions  dérivées  se  forment  de  la  même  manière  et  par  les 
mêmes  règles  que  celles  d'une  seule  variable ,  en  considérant 
chaque  variable  séparément  et  successivement  ;  d'où  il  suit 
que  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les  fonctions  d'un» 
seule  variable,  pourra  s  appliquer  de  même  aux  fonctions  da 
deux  variables,  relativement  à  chacune  d'elles*. 
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On  pourra  donc  aussi  étendre  la  théorie  des  fiMictidiu  dérittei 
aux  fonctions  de  trois  variables  ou  d'un  plus  grand  nombre  ; 
car  il  ne  s*agira  que  de  répéter  eéparément  »  pour  chaque  ya« 
riable,  les  mêmes  opérations^  et  de  les  désigner  par  une  no- 
tation semblable. 

Dans  les  leçons  précédentes ,  où  nous  ne  considérions  que 
les  fonctions  dérivées  relativement  à  une  seulç  variable ,  lors- 
qu'il s'est  présenté  des  fonctions  de  plusieurs  wiables,  Aost 
nous  sommes  contentés  de  renfermer^  sous  la  caractéristique 
des  fonctions  dérivées ,  la  variable  par  rapport  à  laquelle  nous 
voulions  avoir  la  fonction  dérivée. 

Ainsi,  pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  qui  regarde  le»  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  plusieurs  variables ,  nous  avons  dé- 
noté jusqu'ici  par  y  (x),  f^Çx),  etc.  les  fonctions  dérivées 
de  f(Xyy) ,  relatifs  à  là  eeule  variole  3:,  qui,  suivant  la 
notation  précédente ,  aéraient/''  i^tj)  » /*'  (*>  y}  >  •*^* 

Ccitte  lacère  de  noter  les  fonctions  dérivées  relativement 
à  une  se«k  variable,  nous  suffisait,  alors  ;  et  nous  pourrons 
l'employer  encore  quelquefois,  pour  pins  de  commodité, 
pourvu  qu'on  soit  prévenu  de  son  identité  avec  la  notation 
que  nous  venons  d*établir. 

Quoique  dans  les  fonctions  de  deux  variables  que  nous 
considérons  ici ,  les  deux  variables  soient  censées  indépendantes, 
et  que  ce  soit  même  cette  indépendance  qui  produise  les  dif- 
férentes espèces  de  fonctions  dérivées  dont  nous  venons  de 
parler,  rien  n'empêche  cependant  qu'on  ne  puisse  regarder 
ces  variables  elles-mêmes  comme  des  fonctions  d'une  autre 
yariable  quelconque ,  mais  fonctions  indéterminées  et  arbitraires. 

Par  cette  tt)nsidération^  on  peut  ramener,  en  quelque  nui** 
nière ,  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables  à  celle  des 
fonctions  d'une  sCîule ,  et  appliquer ,  surtout  au  développemeat 
des  fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  variables ,  ce  que  nous 
avons  démontré  dans  la  leçon  dix-huitième,  sur  le  dévdop* 
peméntdes  fonctions  d*uue  seule  variable. 
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Sôît  z  une  fonction  de  deux  variables  xety\  supposons  que 
chacune  de  ces  yariables  soit  elle-même  une  fonction  d*une 
autre  variable  t,  de  manière  que  s  devienne  une  simple  fonc-- 
tion  de  ^;  sous  ce  point  de  vue,  lorsque  t  devient  ^-f-i^ 
z  deviendra,  par  la  formule  générale  ( leçon  deuidème )  , 


i*  ..   .     P 


fi  4-i/H — a"  H =z*-f-etc. 

Et  si ,  dans  ce  développement,  on  veut  s'arrêter  au  terme  [jfi^ 
(leçon  neuvième),  on  aura  les  limites  du  reste  par  le  terme 
qui  suivra,  savoir, 

en  mettant  i  +  £  à  la  place  de  t  dans  la  fonction  x^*  ,  et  pfe- 
.nant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction 
depuis  f  =  o  jusqu'à  la  valeur  donnée  de  i,  ou  des  valeurs 
quelconques  plus  grandes  et  plus  petites  que  celle-ci. 

Or  X  ety  étant  supposées  fonctions  de  ^,  lorsque  t  devient 
t  +  i,  X  ^ y  deviennent,  par  la  même  formule  générale,. 


i^ 


X  +  ix'  A —  X*  +  etc. 
*    a         ' 


et 


y  +  b'-^lf  +  ^^^^y 

et  on  trouvera  les  valeurs  des  fonctions  dérivées  t-,  a*,  etc. 
en  X,  ^,  a/,  y,  x'',y,  etc.,  par  les  procédés  exposés  dans 
la  leçon  sixième. 

Si  on  nB  veut  avoir  le  développement  de  z  que  par  rapport 
aux  accroissemens  ix'  et  iy  de  x  et  y,  il  n'y  aura  qu'à  sup-^ 
poser  xf  ety  constans,^parconséquent  ^ 

oc"  =  o ,    y  =  o ,  etc.  ; 


sis  t  k  h  c  V  t    , 

et  x'  et  y  pourront  être  des  coefficîeiiB  qndbôiiqiieâ.' 

Si ,  dans  les  accroissemens  de  a;  et  ^  ^  on  voulait  caamii* 
rer  les  deux  termes 

ù/  +  iV.   et   y+iV. 

on  ne  ferait  alors  que 

a:^=o,       y'zzzo,  etc.; 

et  a/,  x",  y,  y  pourrraient  être  prises  pour  des   constante! 
quelconques ,   et  ainsi  de  suite. 

Soit>  par  exemple, 

x*:(x*+y)", 

on  aura,  en  prenant  les  dérivées  d'après  la  leçon  sixième ^ 
et  supposant  x\  y  constantes, 

a'  ==  2m(  xj/    +    yy  )      (x^+y)"-» 
z"  =  2m  {  af^     +    y»   )      (x*+y)«-» 

+  4m  (m— 0    (  xx^    +  jy'  )*    (x*+y)"^ 

^•=  12m  (m— 0  (x'»+yO  (xx'+jy)  (x*+y)"»- 

4-    8m  (m— 1)  (m  —  a  )^(xx^+jy)^(x»+y)'»-» 

et  ainsi  de  suite. 
Donc,  lorsque  x  et^  deviennent  x  +  i^\y  +  Çy'  j  on  aura 

[(^  +  iooy  +  (y+ iyy^^ = (x*  +y  )» 

+  am  (xx'  +yy)  (x*  +y)--'  i+  [am  (x^*-f^'0  (x»+y)-^ 
+  4m  (m-i)  (xx^  +yyy  (x*4^»)«-»]  i*  +  etc. 

Si  l'on  veut  s'arrêter  à  ces  trois  premiers  termes,  alors  h 

termi 
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têtme  stdyant  étant  — =z'',  on  aura  les  limites  da  testé  en 

«nbstituaiit  x  +  £a/,  y  -^iy  aii  lieu  de  x,  et  de  ji',  dans  Tex- 
pression  de  z",  et  prenant  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  cette  expression  depuis  i=o. 

\ 

Si  m— 3  est  un  nombre  positif,  et  (Jue  a/  et  y  soient  aussi 
des  quantités  positives ,  il  est  facile  de  voir  que  la  plus  petite 
Valeur  de  z*  seta 

12711  (m— 0  (x^'+y»)  ixa/+yy')  (x^+y^y^ 

+  8m  (m— i)  (771+  a)  (a;a/+^/)3(x»-|-y»)"»-«, 

qui  répond  à  £t=:o>  et  que  la  plus  grande  sera  cette  même 
quantité ,  en  y  mettant  x-^ix'  et  y-j^iy  k  la  place  de  x  ety. 

Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  z  répondant  à  r+f , 
et  y  +  o ,  comme  dans  le  comméncenlent  de  cette  leçon ,  il 
est  clair  qu'il  n'y  aurait  qu'à  faire 

a;'  =  i,         et        iy  =:o, 

on  trouverait  des  résultats  semblables. 

Car  en  désignant  par  des  traits  sans  virgule ,  les  fonctions 
dérivées  par  rapport  à  la  variable  principale  ^,  et  par  des  traits 
séparés  par  une  virgule ,  les  fonctions  dérivées  relativement  à 
chacune  des  variables  x  ety,  comme  nous  l'avons  fait  ci- 
dessus,  on  aura,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  la  leçon  sixième 
sur  les  dérivées  des  fonctions  composées  d'autres  fonctions,^ 

z'=x'z'^+yz^; 

de  là,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  va- 
riable principale  t, 

z' = xV'  +  yw + a/  (zf^y + yç^zy.  ^ 

Mais  z'^  et  z^'^  étant  4Ussi  regardées  comme  des  fonctions  de 

y 
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0!  ety ,  leurs  dérivées  relatives  i  t,  seront 

Donc  substituant 

et  ainsi  de  suite. 

Si  les  fonctions  dérivées  x^  ety ,  relativement  à  f^  sont  cons- 
tantes>  ensorte  que  x''=:o,y  =  o,  ac*'  =  o,  etc. ,  on  aura 
simplement 

»•  =  a/»a*'  +  Si'ya'^  +  Sa^/V  +/»**■ 

-(-  etc. 
Ces  Talenrs,  substituées  dans  la  fotmnie  génénd« 

»*  i» 

z  +  h'-i —  a'  H 5  a"  +  etc . , 

t 

donnent 

H {a/^z"^+ùa/yz'''  ^y^z"^) 

'3 


etc. 
Et  si  on  fait 


/  =  !,  iy^o^ 
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on  aura  la  même  formule  trouvée  plus  haut  pour  le  déyelop-* 
pâment  de  z,  suivant  les  puissances  de  i  et  o. 

Les  expressions  des  fonctions  z\  7^  \  etc.  que  nous  venons 
de  trouver ,  donnent  la  composition  des  fonction^  dérivées  d^ 
fonctions  quelconques  des  deux  variables  x  ^y. 

Ainsi  j  en  faisant 

a/  =  1 , 

ce  qui  revient  à  prendre  x  pour  variable  principale  ,  c'est-à- 
dire  à  regarder  y  comme  fonction  de  x  ^  si  on  veut  que 

soit  une  fonction  dérivée  d'une  fonction  ait  x  et^  ;  en  la  com^ 
parant  à  l'expression  de  ^^  ^  il  faudra  que  l'on  ait 

Pour  éliminer  %  de  ces  deux  équations ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
leuirs  dérivées  par  rapport  à^  pour  la  première  ,  et  par  rap- 
port à  X  pour  la  seconde  y  on  aura  ainsi 

4'(j)=a"'    et    ^'(x)  =  *"'; 
d'où  l'on  tire 

C'est  l'équation  de  condition  connue  pour  que  la  formule 
•^C^»  J')  "h/^Î^C^»^)  puisse  être  une  dériiijée  ,4exacte  d'un^ 
fonction  de  x  et  y  ,  indépendamment  d'aucune  relation 
entre  a:  et  y. 

Ainsi  sans  cette  condition  il  serait  illusoire  de  supposer 
l'équation 

z'z=ix'4.{x,y)+y(^ix,y) 

à  moins  d'admettre  en  même  tems  UQe  relatiou  quelconque 
•atre  X  ^t^,  ou  entxe^x,.  y,,  z.  ,,. 


t4à  è  X  L  C  tî  t 

Eu  gèiaéraî,  si  on  avait  Téquatioii 

tn  trouverait ,  par  les  mêmes  principes ,  la  condition  néces-^ 
«aire  pour  qu  elle  pût  avoir  une  équation  primitive  indépen* 
damment  d'aucune  relation  particulière  entre  x,  y^  z. 

Car  en  comparant  cette  expression  de  z^  avec  Texpresâon 
générale  de  z'  donnée  ci-dessus^  on  a  pareillement 

4  (^>  y*  «)  =  2i'»    «t    ^(x,  ^,  a)  =a>'.  * 

'  ■  .   ». 

Pour  que  ces  deux  équations  s'accordent,  il  faudra  que  la 
dérivée  de  ^  (^x,  y,  z)  par  rap^wrt  à  y,  soit  égale  à  la 
dérivée  de  <f> (a:,  y,  z)  par  rapport  à  x,  puisque  Tune  et 
l'autre  deviennent  î&^^ 

Or  z  étant  censée  fonction  de  x,  y  ^  (  puisque  si  l'équa- 
tion proposée  a  une  primitive ,  la  valeur  de  z  sera  détermi- 
née par  cette  primitive  en  fonction  de  x  et  ^.)  *,  .il  faudra 
la  regarder  comme  telle  dans  les  fonctions  4('^>y>  ^)  «^ 
^  (x,  j^,  z);  et,  d'après  notre  notation ,  il  est  clair  que  la 
dérivée  de  4  (  ^  >  ^  >  ^  )  P^  rapport  à  y ,  sera  exprimée  par 

et  que  la  dérivée  de  (^{x ,  y ,  z)  par  rapport  à  x  sera 

ç'ix)+yiz)z\ 

On  aura  donc  l'équation  de  condition 

•  •» .  < 

4'  (  j'  )  +  4'  (,^W = ¥  (f  )  +  ^'  (^)  A 

«avoir  en  substituant  pour  2,'»  et  z>'  leurs  valeurs 

4'(y)+4'(2)Xç(a:,j,z)=^^(a:)+ç'(2)X4(^,;^|2) 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c' est-a-dire , 
êtte  identique  pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction 
i«  a;  et  ^ ,  et  que  parconséquent  la  proposée  ait  une  primi- 
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tive  en.T,  y  et  z.  Dans  ce  cas,  on  trouvera  facilement  cette 
primitive  au  moyen  de  l'une  ou  de  Tautre  des  deux  équations 

^''  =  4  (.^>yy^)  y     x'^  =  <^  (x, j',  z). 

Car  prenant ,  par  exemple ,  l'équation 

z''=:4(a7,j^,  z) 

dans  laquelle  z"  est  la  dérivée  de  z  en  y  regardap^lf  y  comme 
constant ,  on  pourra  la  traiter  comme  ime  équation  du  premier 
ordre  entre  x  et  z ,  l'autre  variable  y  étant  supposée  cons- 
tante; et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition, 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  y ,  qu'on  déterminera  ensuite  par  ie  moyen  de 
l'autre  équation  .  '^^    " 

z''=(p(j7,y,z). 

Mais  lorsque  l'équation  de  condition  qiie  nous  venons  de 
trouver,  n'aura  pas  lieu  :  d'elle-même ,  l'équation  .proposée, 
ne  pourra  pas  subsister ,  à  moins  qu'on  ne  supjpose  une 
relation  quelconque  ènti^  ^>  y»  ^i'jde  manière  que  deux  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  de  la  troisième. 
'  Aiiisi,  dans  ce  cas^  en  supposant 

.^:~fX^Ky)>'  

en  aura 

••♦•.■  -       • 

■  1 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus .  on  aura 
alors  une  équation  enx,y  et  y' y  par  laquelle  bi  pourra  trou*^* 
ver  la  valeur  de  y  en  '^;  et  Ton  kurèt  y  et  z  en  fonction» 
données  de  x,  la  fonctiony(x,^)  demeurant  indéterminée. 

Mais  comme  on  pourrait  avoir  ainsi  une  équation  dapremief 
ordre  en  x  et  y,  dont  il  serait  difficile  et  peut-être  impossible  de 
trouver  l'équation  primitive,  on  a  cherché  les  moy^ens  de 
donner  à  la  fonction  arbitraire  une  forme  telle  que  l'on  ait 
immédiatement  pour  la  détermination  de  j^  et  z  enx,  deux 
équations  entre  ces  variables. 

3 
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Pour  en  donner  un  exemple  très-simple ,  supposons  Téqua^ 

tibn 

on  aura  ici 
donc» 

Ainsi  il  est  impossible  que  z  soit  une  fonction  de  x  et  j^^ 
regardées,  comme  indépendantes  entre  elles. 

On  fera  dpnc 

y=fa. 

et  1  on  aum 
donc 

parcbnsèq[uent  z  sera  égal  à  la  fonction  primitÎTe  de 

.  ,  •  .      ■        r     ' 

Mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  fonction  primitive^ 
en  mettant  le  terme  x  y^  y'  de  l'expression  de  z\  sous  la  forme 

(-^j  •^^'^î  **  qui  réduit  Téqualion  à  cette  forme 
et  supposant  ensuite 
moyennant  quoi  elle  devient 


dont  la  primitive  est 


^  ~  S"  "^•^^* 
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Ainsi  ces  deux  é({uatioiiâ  remplacent  conjointement  l'équa- 
tion proposée,  la  fonction ^r  demeurant  arbitraire. 

On  doit  dire,  à  plus  forte  raison ,  la  même  chose  des  équa* 
tion»  que  Ton  pourrait  supposer  entre  x,y,z,  ^ty,  »',  dans 
lesquelles  les  fondjions  ^éméeê  y,si'  monterais»!  à  des  puif- 
tances  quelconques. 

Qu'on  suppose^  par  exemple,  l'équation 

en  faisant 
«n  aurait 


~  1   à 


'i--»      >    i 


<    ./ 


Et  il  faudrait ,  pour  avoir  z  ei^  x,  trouver  la  fonction  pri- 
mitive de  t/  (i  +/^x*)  ;  ce  quiusst  impos^le  tant  que  la  fonc- 
tion fx  demeurera  indéterminée ,  à  moins  d'employer  les  séries. 

I  t 

Mais  en  ii;itrDduisaiït  unç  troisième  variable  «  cgi  pfint  ayxjr 
des  expressions  finies  de  x,  y,  x,  en  fonctions  de  cette  même 
variable. 

Pour  c^ ,  il .  faut  rétablir  la  fonction  prime'xr^  qui  est  r=  i 
lorsque  x  est  la  var^abie-pidnuipale  ;  et  substitua  parcoQséquent 

y'     z'  ,  -.- 

•-—  et  ->  à  la  place  de  j/  et  z\  conformément  auac  principes 

r  ■ 

établis  dans  la  leçon  septième.  Ainsi  l'équation  sera 

a 

a'*  =  xf^  +y». 

Pour  résoudre  cc^tte  équation  4®  !&  manière  la.plus  générale, 
nous  emploîrons  un  principe  dont  nous  rafçp^  dans Ja suite, 
un  plus  grand  usage ,  et  qi^i  consiste  à  trouver  d^abord  des 
expressions  de  x^  y^  s,  qui  y  satisfassent  avec  des  constantes 
arbitraires  ^  et  à  rendre  ensuite  ces  constantes  variables ,  de 
manière  que  les  esçredlnona  des  dérivées  j/,  /^  9!  restent  let 
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Prénom  un  angle  arbitraire  »  ;  puisque 

sin*  »  +  C08*  tf  =  1  ;, 

en  milltipliant  le  second  membre  de  Féquation  prcqposée  par 
mn^  »  -f-  cofl^  eà  y  le  premier  ne  changera  pas. 

Or  le  produit  de  a/*  -f  y*  par  sin*»  4-co«*  «^j  peut  ee  mettre    ■ 
sous  la  forme 

(y  cos  »  — .  x' rinû»'^)»  +  (y  sin  »-f-a/cos  «y; 

de  sorte  que  Féquation  prpposée  deviendra 

'*  .  , 

a'»  =  (y  cos»~a:^sin«)*  +  (y  sin  «  +a/cosfl»)\ 

.   Supposons 

y  sin» -+-x'coa  »  =  0> 

ce  qui  est  permis  à  cause  de  Tindéterminée  0;  on  aura^  en 
extrayant  bi*  racine'  quarrée  de»  deux  membre»  , 

t 

z'=iyco8«  — x'sîn«. 

Regardions  d*abord  Fangle  à?  comme  constant  ;  les  deux  éqna« 
tîoAs  qua  nous  venons  de  trouver  auront  pour  primitives  ces 
deux-ci . 

Z  z=:y  cos  «  -^  a:  sin  »  -f"  ^* 

fl 

^  sin  »  +  *  cos  tf  =z:  &  ^ 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Ainsi  ces  deux  éwâtions  donnent  des  valeurs  de  ^  et  z  en  x  j| 
qui  satisfont  ai  équation  proposée,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  trois  constantes  a^o  et  a,  comme  on  peut.  s*en*as' 
surer  par  la  substitution. 

Or  il  est  faei^e  de  cohceivoir;qne  ces  mêmes! valeurs  satisfe- 
ront encore  à  la  proposée ,  en  supposant  que  les  quantités  H^ 
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&  et  d»  soient  variables ,  pourvu  que  les  dérivées  x\y ^  ii  restent 
^les  mêmes  ;  ce  qui  aura  lieu  si^  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  équations  précédentes,  les  termes  dus  aux  dérivées  de  a^ 
i  et  â)  se  détruisent. 

Il  n*y  aura  donc  qu'à  prendre  les  dérivées  des  mêmes  équa- 
tions par  rapport  à  a ,  6  et  »,  et  déterminer ,  par  leur  naoyen , 
les  variables  a  et  6. 

Regardons  dans  ces  dérivées  la  variable  f»  conune  la  princi* 
pale  y  nous  ferons 


et  Ton  aura 

«.'=1, 

• 

— j^  sin  •  «^  a:  cos  tf  -f-  a'  =  0 1 

j'cos  »  —  a:  sin  »  — -  6'. 

Mais  nous  avons  déjà 

• 

donc  on  anr^ 

j  sia  fl» -f- jp.cos  <»  =s  6  ; 

— •  ô  +  d'  —  0 , 
ce  qui  donne                                                 .      - 

fX,  parconséqaent. 

Ain^i  on  aura  ces  trois  équations 

«=:jf  cosw-J-xsin» -f-ô,       '  ^ 

y  sm  »  +  ^  co>  «  =  c  , 

*      • 

.  jf  ços  «»  i—  ;?:  sin  »  =  a"  , 

Mais  a  étant  une  fonction  quelconque  dé  «  ^  si  on  la  dénotf 
par^û»,  onaura 


•        %  »• 
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et  les  trois  équations  précédentes  founiiroBt  cee  exprie«nons  d» 

X  =  cos  tf  Xf^o»  — ^  sîn  fl»  X/*^ 
jf  =  ein  »  X/^fl»  +  cos »  Xjf  # 

la  fonction/»  demeurant  arbitraire. 

Ces  formules  pourraient  servir  à  trouver  des  courbes  rso- 
tifiables;  car  si  a?  et  j^  sont  les  coordonnées  rectangles  d*iuie 
courbe  plane ,  et  z  Tare  côn^espondant,  on  sait ,  par  le  caknl 
différentiel  ^  et  je  Tai  démontré  rigoureusement  dans  la  Théorie 
des  Fonctions  f  qjat  You  SL 

en  regardant  a;  et  y  comme  fonctioQS  d*ttne  même  vanable 
quelconque* 

Si  on  faitjr»  =  wi,  on  a/*^»  =  o  %t  fm-zrzm»  +  ti  ,  les 

formules  précédentes  doimeront 

X'=z,7n  cos  û),^=:77isin»,2  =  m«  +  **  » 

ce  qui  est  le  cas  du  cercle. 

En  prenant  pour/ô)  des  fonctions  quelconques  de  sîn  «  et 
cos  û) ,  on  aura  autant  de  courbes  algébriques  qu'on  voudra , 
dont  la  rectification  sera  algébrique  aussi  ;  problème  sur  Uquel 
les  géomètres  se  sont  autrefois  beaucoup  exercés,  et  dont  on 
peut  voir  différentes  solutions  dans  le  tome  V  des  Nouveaux 
Commentaires  de  Pètersbourg, 

Les  équations  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ,  sont 
connues  sous  le  nom  adéquations  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  dfintégrabilité.  On  trouve  des  solutions  élégantes 
^e  plusieurs  de  ces  équations  dans  un  Mémoire  de  Monge , 
imprimé  dans  le  Recueil  de  TAcadémie  des  Sciences  pouE 
Tannée  i78/(. 
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La  notation»  que  nous  avons  employée  pour  désigner  lea 
fonctions  dérivées  de  z  par  rapport  à  a:  et j^ ,  par  des  traits 
séparés  par  une  virgule  ,  es%,  comme  l'on  voit ,  très-simple  et 
conforme  à  la  nature  de  la  chose  ;  mais  elle  ne  met  pas  en 
évidence  les  variables  auxquelles  chaque  groupe  de  traits  doit 
se  rapporter  ;  et  si  l'on  avait  des  fonctions  de  plus  de  deux 
variables^  la  multitude  des  virgules  pourrait  rendre  la  notation 
incommode ,  et  causer  de  la  confusion  par  rapport  aux  va- 
riables auxquelles  les  différentes  fonctions  dérivées  répondraient. 

t  On  pourrait  >  dans  ces  cas ,  employer  avec  avantage  la  no- 
tation que  j'ai  déjà  proposée  dans  l'ouvrage  sur  la  Résolutioi| 
des  Équations  numériques  (pog*  âio)  ,  et  qui  dérive  aussi  de 
la  nature  de  ce  calcul. 

.  En  effets  la  formule  donnée  plus  hauty  n 

fait  voir  que  A  on  veut  considérer  i  part  les  dérivées  relaâvea 
à  0?  et  jr  ^  on  a  /  par  rapport  à  o?^ 

donc 

,    a' 


ici  z^  ne  doit  être  pris  que  par  rapport  à  la  variable  t  en  tant 
qu'elle  est  renfermée  daq^  la  fonction  x  ;  et  pour  indiquer  ce 


z' 


point  de  vue ,  il  n*y^  qu'à  enfermer  re3q>ression  -7  entre  deux 
crochets  ;  ce  qui  donnera 


'-(f)- 


On  aura  pareillement,  par  raf^rt  à^, 
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donc 


..'-£ 


«' 


4f 


ea  renfermant  Tcxpreasion  --7-  entre  deux  crochets ,  pour  in- 
diquer qu'ici  la  dérivée  z'  n'est  relative  à  la  variable  t  qu'au-* 
tant  qu'elle  est  renfermée  dans  y ,  on  aura 


*'' 


tf 


=(7> 


De  cette  manière ,  l'expression  de  la  dérivée  z'  prendra  cette 
forme  *•  . 


'-<i>^{7)' 


où  l'on  voit  que  (-7  j  >  l  "T  J  °®  ^^"*  proprement  que  les  coef- 

ficiens  de  x'  et  dej/  dans  Texpressîon  de  la  dérivée  a'. 

•  Comme  la  Variable  t ,  dont  on  suppose  que  x  et  y  sont  £ono^ 
tions^  demeure  indéterminée,,  en. prenant  x  po^r.t^  op  aurait 

.  a/  =  1  ; 

Tcxprcssion  (— 7  j  deviendrait  alors  simplement  (2»')  ,  et  mo- 
querait ,  comme  elle  le  doit ,  la  fonction  dérivée  de  z  par 
rapport  à  la  vafiable  principale  x  ;  de  même ,  en  prenant  y 
pour  ^ ,  on  aurait 

et  rei^réssion  f-TJ  deviendrait  aussi  (a'),  et  indiquerait  la 

fonction  dérivée  de  z  par  rapport  à  la  variable  principale  y. 

Mais ,  pour  distinguer,  ces  fonctions  l'une  de  l'autre ,  nous 
retiendrons  toujours  les  lettres  od  et  y  sous  s' ,  et  nous  en- 
tendrons simplement  parT— 7J ,  ("77/*  ^^^  fonctions  dérivées 
de  2  par  rapport  à  x  et  y. 
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D*aîlleuTS  cette  manière  d' exprimer  les  fonctions  dérivées 
a  lavantage  de  faciliter  la  transformation  de  ces  fonctions  , 
lorsqu'on  veut  les  rapporter  à  d'autres  variables. 

Ainsi  y  comme  l'expression  (  --7  )  indique  que  z  est  regardé 

«omme  fonction  de  a?,  l'expression  réciproque  (t)  indique- 
rait que  X  serait  regardé  comme  fonction  de  2  ;  et  il  est  facile 
de  se  convaincre  ,  par  la  nature  de  ces  expressions  ^  que  l'on 
a  en  effet 


(I)  X  (7)  =  ' . 


comme  si  les  parenthèses  n'existaient  pas ,  de  sorte  que  Ton 
aura 


^"^  "  è) 


Si  donc ,  au  lieu  de  regarder  z  comme  fonction  de  a:  et  ^  ^ 
on  voulait  regarder  x  comme  fonction  de  z  et  y  yOn  substi-^ 

tuerait  d'abord        ,  -  à  la  place  de  f  — 7  Y 

Ensuite ,  pour  avoir  la  valeur  de  l'autre  fonction  dérivée 
/  -7  j  ,  on  remarquerait  qu'ici  la  variable  x  est  censée  cons-^ 
tante  ,  puisque  z  n'est  regardée  que  comnï^  fonction  de  y. 

i 

Or,  X  étant  supposée  fonction  de  j^  et  £,  onaura^  ea 
général , 

donc  ,  pour  que  x  soit  constante ,  j/  devra  être  zéro ,  ce  qui 
donnera  l'équation 


(7V  +  (7)-'=- 
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d'où  Ton  tire 

.    (7) 

(r) 

et  cette  valeur  de  --T)  tirée  de  la  supposition  de  x  constante , 
sera  parconséqoent ,  la  même  que  celle  de  ( -7  V 
D*où  il  suit  que  Ton  aura  ces  transformées 

De  sorte  que  si  Ton  a  une  équation  qui  contienne  x  ,y  y  z 
avec  les  fonctions  dérivées  (— j  1  (t7J>  ®^^®  ^®  changera 

pas  essentiellement  par  les  substitutions  précédentes  ;  seule- 
ment ,  au  lieu  de  supposer  z  fonction  de  :r  et  ^  ,  ce  sera  x 
qui  sera  fonction  de  j^  et  2 ,  et  ainsi  pour  les  cas  aemr^ 
blables. 

Maintenant,  puisque  (—7}  ©«t  une  fonction  de  x  et  y ,  on 
aura  de  même ,  en  prenant  sa  dérivée  relativement  à  t^ 


'v  /^  ^    x-'v  /. 


(0.,((|));X(a). 

mais  comme  x^  et  y  entre  les  parenthèses ,  n'ont  qu'une  si- 
gnification de  convention  ,  on  peut ,  sans  inconvénient ,  écrire 
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parcantécpient  ; 

On  aura  de  même 

cA  Ton  yoit  que  les  symboles 

expriment  ici  ce  que  nous  avions  dénoté  plus  haut  par  les 
signes 

Donc  la  dérivée  seconde  de  z,  c'cst-â-dire  ,  la  valeur  de  a*'  qut 
nous  avons  donnée  plus  haut ,  sera  représentée  ainsi 

On  voit  ici  que  f  "-75- j  ©tf— 7^  j  sont  aussi  les  coefEciens  di^ 

j/*  et  y*  dans  l'expression  complète  de  z",  mais  que  (-7-7) 

xi*est  plus  le  simple  coefficient  de  a/ y  dans  la  même  exprès-^ 
fiion  ^  comme  on  serait  porté  à  le  supposer  d'après  sa  notation. 

,^  .  \  dénotera  ce  que  nous  avions 

dénoté  par  aC"»*") ,  c'est-à-dire ,  la  fonction  dérivée  de  z  de 
Tordre  (n  -f-  rny^*,  prise  m  fois  relativement  à  « ,  et  n  fois^ 
relativement  à^. 

Cette  dernière  notation  se  rapproche ,  comnïe  Ton  voit , 
de  celle  qui  est  depuis  long-temps  en  usage  chez  les  ana- 
lystes pour  désigner  les  différences  qu'on  appelle  partielles^ 
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En  effet ,  il  est  visible  que  les  fonction!  dérivées  «{ite  notis 
désignons  ici  par 

(7)' (f)'(^)'(^)  >•*"•> 

ne  sont  autre  chose  que  les  quantités 

dz     dz     d^z        d^z 

que  plusieurs  géomètres ,  à  l'exemple  A'Euler  ,  renferment 
aussi  entre  deux  parenthèses. 

Ainsi  on  aura ,  en  général ,  ces  notations  correspondantes 


Après  avoir  donné  la  manière  de  former  et  de  noter  les 
fonctions  dérivées  relativement  à  différentes  variables ,  nous 
allons  considérer  les  équations  qui  contiennent  des  fonctions  de 
ce  genre  ,  et  qu'on  peut  appeler  Equations  dérivées  à  plusieurs 
variables. 


LEÇON 
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Equations  dérivées  à  plusieurs  variables.  Théo-^ 
rie  de  ces  Equations^  Méthodes  générales  pour 
trouver  les  Equations  primitives  des  Equations 
du  premier  ordre  à  plusieurs  variables^ 

VJONSIDÉRONS  d'abord  une  équation  quelconque  entre  les 
trois  variables  x  y  y  et  z  ,  par  laquelle  z  soit  une  fonctioa 
déterminée  de  j;  et  j^. 

Représentons  cette  équation  par 

et  supposons,  pour  un  moment,  que  x  et  j' soient  des  fonctions 
données  d'une  même  variable  t ,  alors  z  sera  aussi  une  fonc- 
tion de  t  dépendante  de  l'équation  proposée  ;  et  par  la  théorie 
des  équations  dérivées  exposées  dans  les  leçons  précédentes  ^ 
noB-seulement  la  fonction  F  (j:,  y,  z)  sera  nulle  ,  mais  encore 
ses  dérivées  F*  (a:,  y  y  z) ,  F"  (x,y,  z) ,  etc. ,  prises  relativement 
à  t ,  seront  nulles. 

Or ,  en  conservant  la  notation  de  la  leçon  sixième  ,  on  a 
F'  (X,  y,  z)  =  a/F'  (x)  ^/F'  (_y  )  +  z'F'  {z)  ; 

dans  cette  formule  a;',  j^.,  z',  sont  les  fonctions  dérivées  de 
Xyy ,  z  ,  par  rapport  à  t ,  et  F'  (x) ,  F'  (j)  ,  F'  Çz)  ,  sont 
les  fonctions  dérivées  de  F  (a:,  y^  z) ,  pjrises  par  rapport  à  cha-»^ 
cune  des  variables  x,y,  z  en  particulier. 

Ain»  Véquation 

F{Xyy,z)z::iO 

Z 
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donnera  celle-ci , 

j^F'  (x)  +y'F'  iy^+zfF'  Çz)  =  o.. 
Mais  en  considérant  z  comme  fonction  de  x  et  y ,  on  a 

donc ,  substituant  ^  on  aura 

Pour  que  les  fonctions  x  et  y  de  t ,  demeurent  indéterminées, 
il  faudra  que  leurs  fonctions  dérivées  3/  et  y'  disparaissent  de 
l'équation  précédente  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisant 
les  deux  équations  séparées 

F'(x)+z''F'(2;)  =  o,     F"  (^y) +z»' F' {z)  :=:  o. 

Il  est  visible  que  ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  que 
les  dérivées  de  Téquation  primitive 

prises  séparément  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à^. 

£n  effet ,  puisque  dans  cette  équation  les  deux  variables  x 
ety  sont  essentiellement  indépendantes  entre  elles ,  ses  dérivées 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  j'  auront  lieu  chacune  en  par- 
ticulier. Or  ,  la  variable  z  étant ,  par  cette  équation ,  une 
fonction  de  o;  et^ ,  dont  les  fonctions  dérivées  sont  z''  par  rap- 
port à  X  seul ,  et  z''  par  rapport  à  y  seul ,  il  est  clair  que  la 
dérivée  de  F  (Xyy,z)  sera  F'  (o;)  -f-  z'\F  (z)  par  rapport  à  x , 
et  qu  elle  sera  i*^  Qy  )  -f-  z'*^F^  (z)  par  rapport  ày  ;  de  sorte  que 
r  équation  primitive 

m 

donnera  ces  deux  dérivées  indépendantes , 

F(x)  +  z'^F  {z)^o^    F'iyy+z^'F'{z):=,o^ 


i 
i 
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lesquelles  serviront  à  trouver  les  valeurs  des  fonctions  z''  et  a»', 
et  Ton  aura 


2! 


Ayant  ainsi  les  valeurs  des  deux  premières  fonctions  dérivéea 
de  2  ^  on  en  déduira  celle  des  fonctions  secondes  z"\  z'^',  z'^ , 
en  prenant  les  dérivées  de  a''  et  z''  par  rapport  à  a?  et  j' i  et 
ainsi  de  suite. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  primitive 
ayant  lieu  y  ses  deux  dérivées 

auront  lieu  aussi  en  même  temps  ;  parconséquent  une  combi- 
naison quelconque  de  ces  trois  équations  aura  lieu  aussi  ^  et 
pourra  tenir  lieu  de  Féquation  dérivée. 

Ainsi  une  équation  entre  a: ,  j^ ,  z  ,  et  les  deux  dérivées  z'',  z^, 
ou  ("-7)  >  ("T")  P^'^  rapport  à  x  et  y  ,  sera  une  équation  du 

premier  ordre  à  trois  variables  ,  à  laquelle  répondra  nécessai- 
rement une  équation  primitive  en  a:,  y  ,  a. . 

Soit ,  par  exemple  ,  Téquation 

z'^+Mz^'zzz^Ny 

M  et  N  étant  des  quantités  constantes. 
Son  équation  primitive  sera 

z  —  iVa;  =  ç  Qy— ikTr)  , 

la  caractéristique  (p  dénotant  une  fonction  quelconque. 

En  eifet  ^  si  on  prend  les  fonctions  dérivées  par  rapport  ^x  ^ 


•*  -k 


on  a 

et  si  on  prend  tes  fonctions  par  rapport!^  y  on  « 

de  Sorte  qu'en  étiminant  la  fonction  dériyée  f  '  ^  on  a  l'équation 
dérivée  proposée 

Considérons  Téquation  générale  de  ia  même  forme ,  dans^ 
laquelle  M  01  N  eoient  dea  fonctions  quelconques  données 
'dex,y,z. 

Supposons  que 
eoit  son  équadon  primitive^  on  aura  ^  par  ce  qu'ona  ynci-dessiu; 

jâonc ,  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée ,  et 
multipliant  tous  les  termes  par  F^  (z) ,  on  aura ,  en  chaa* 
géant  les  signes^ 

Or  on  a  ^  en  général ,  comme  on  l'a  vu  , 

en  regardant  x,yyZ  comme  des  fonctions  quelconques  d'une 
autre  variable  t  ;  donc ,  substituant  dans  cette  formule ,  à  la 
place  de  F' (a:),  sa  valeur  tirée  de  Téquation  précédente, 
«avoir ,  —  MF'(j)  — i\^/ï^(2)  ^  on  aura 
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Oit  voit  ,  par  cette  expression  de  la  fonction  dérivée 
F'  {x^y^  z)  ,  que  cette  fonction  -deviendra  nulle  si  on  établit 
entre  les  trois  variables  x,  y,  &  des  relations  telles  ,  que  ïo» 
ait  ces  deux  équations  particulières 

y —  Mx'z=z  O  ,     a'-p-  ^a!'=::  o. 

Ces  équations  étant  entre  les  trois  variables  x ^y^^z^  ser^ 
viront  à  déterminer  les  valeurs-  de  ces  variables  en  fonction* 
de  la  troisième  ;  de  sorte  que,  parla  substitution  de  ces  valeurs,^ 
lia.  fonction  F  (jî,  y,  z)  deviendra-  aussi  une  fonction,  de  cetta 
troisième  variable.  Donc  ,  puisque  sa  fonction  dérivée  doit 
alors  devenir  nulle  ,  il  s'ensuit  que  la  variable  doit  disparaître 
d'elle-même,  et  que  la  fonction  F(a:,y,  z)  ne  pourra  conte- 
nir, après  cette  substitution^ que  des. constantes^ 

Or ,  les  deux  équations .    ..     • 

étant  du  premier  ordre ,  leurs  équations  primitives  contiendront 
deux  constantes  arbitraires  que  nous  désignerons  par  a  et  J, 
En  eifet ,  si  de  ces  deux  équations  on  veut  éliminer  ,  par 
exemple  ;  la  variable  2 ,  on  tombera  dans  une  équation  df 
second  ordre  en  a:  et  ^  ^  dans  laquelle  on  pourra  faire 

3d~\y  ou  y=i  t. 

suivant  qu'on  voudra  regarder  y  comme  fonction  de  x ,  ou  jp 
comme  fonction  de  y  ;  et  cette  équation  aura  pour  équation 
primitive  ^  une  équation  en  o;  et  j^,  av€C  deux  constante» 
arbitraires. 

Ensuite  ,  on  aura  aussi  z  en  fonction  db  o?  tX  y  par  l'une 
des  deux  équations  proposées. 

Il  suit  de  là  qu'après  la  substitution  des  valeurs  de  ^  et  « 
en  X ,  tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s'agit , 
lia  fonction  F^x^y^ «)  ne  contiendra  plu«  que  les  constaatâs 

S 
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aetb  avec  celles  qui  se  trouvent  dans  les  qtiantités  M  et  N; 
de  sorte  qu'elle  deviendra  simplement  une  fonction  de  a  et  & , 
que  nous  désignerons  par  ^  (a,  6). 

Parconséquent  l'équation  primitive 
se  réduira  à 

par  laquelle  on  voit  que  Tune  des  constantes  a  et  6  sera  fonc- 
tion de  l'autre. 

Mais  à  la  place  des  constantes  a  et  &  ^  on  peut  mettre  leurs 
Talçurs  en  x,yj  z,  tirées  des  deux  équations  primitives  ^  où 
elles  entrent  comme  arbitraires.^  Donc ,  si  on  désigne  par  P  et  Q 
ces  valeurs  de  a  et  6  ^  l'équation  primitive  de  la  proposée  de- 
viendra 

0(P,  Ç)=:o, 

la  fonction  désignée  par  ^  étant  arbitraire. 

Il  résuite  de  là  une  méthode  générale  pour  trouver  l'équa- 
tion primitive  d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre , 
à  trois  variables  x,y,Zy  dans' laquelle  les  deux  fonctions  déri- 
vées de  la  variable  ,  qui  est  censée  fonction  des  deux  autres , 
ne  se  trouvent  qu'à  la  première  dimension ,  telle  que 

z'^  +  Mz'y  +  N, 
pu^  ce  qui  est  la  même  chose , 


(e+-(7)='^'' 


M  et  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,yyZ.  On  fera 
ces  deux  équations 

V — Jl/x'z=:o,     a'— ZW=o  , 
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dans  lesquelles  on  peut  supposer  Tune  des  trois  fonctions  dén- 
vées  oc/,y\  z'  égales  à  l'unité  suivant  la  variable  qu'on  voudra 
regarder  comme  principale  ,  et  dont  les  deux  autres  seront 
censées  des  fonctions  ;  et  ayant  trouvé ,  s'il  est  possible  ,  les 
deux  équations  primitives  de  ces  équations ,  on  en  déduira  le» 
valeurs  P  et  Q  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  &  qu'elle» 
doivent  renfermer  :  on  aura  alors 

.pour  l'équation  primitive  cherchée  ;  d'où  résulte 

la  caractéristique  ç  désignant  une  fonction  quelconque  de  Q. 

L'analyse  précédente  est  plus  simple  et  plus  directe  que  cell* 
que  j'ai  donnée  dans  la  Théorie  des  fonctions  (n*  ici  )  ;  c'est 
ce  qui  m'a  engagé  à  la  mettre  ici ,  d'autant  qu'elle  s'applique 
avec  la  même  facilité  aux  équations  semblables  entre  un  plus 
grand  nombre  de  variables.  Dans  les  mémoires  de  Berlin  de 
1779  ,  je  m'étais  contenté  de  prouver,  à  posteriori  ylsi  légitimité 
et  la  généralité  de  cette  méthode. 

Considérons  de  la  même  manière  l'équation  à  quatre  va-^ 
jiables  tyX,y,  z,  de  la  forme 

L,  M  y  Ny  étant  des  fonction*  quelconques  de  t,  x^y^z^ 
Si  on  représente  son  équation  primitive  par 

^(h^>yy^)=o, 
sa  fonction  dérivée   F'  (t^  x,y,  z)  sera,  en  général, 

f  r  it)^a/^F'  (x)+y  F'  (j)+z'  r  Qz), 
€t  l'on  aura^  relativement  à  chacune  des  variables  t,  x^y 
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en  particulier,  les  équations 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  fonctions  f -r)* 

^^V  (^7)  ,  et  les  substituant  dans  Féquation  proposée, 

elle   deviendra  ,   après  la  multiplication  par  F'  (z),  et  le 
changement  des  signes , 

F'  it)+LF'  (^x)-i'MF'  iy)+NF'  iz)  =  oi 
d'où  l'on  tire 

Cette    valeur   de  F^  (t)   étant   substituée  dans  celle  de 
F'  {t,x,y,  z) y  on  aura 

F'(^t,x,y,z):=(^x'-t'L)F^(ix)+(y-fM)F'(j) 

^(^z'  —  tfN)F'iz). 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  t,x^y  ^  z 
les  relations  déterminées  par  les  trois  équations 

x'  —  tfL  =  o,    y  —  t^M=o,    z'-.t'7V=o, 

la  fonction  dérivée  F^  (^t,œ,  y  yZ)  deviendra  nulle  ;  parcon- 
eéquent  la  fonction  primitive  F(i,x,^,z)ne  pourra  con- 
tenir que  des  constantes. 

Or  les    trois   équations  dont    il  s'agit   étant  du    premier 
ordi'e  ,  auront  trois   équations  primitives  qui    contiendront 
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trois  constantes  arbitraires  a,b,Cy  et  par  lesquelles  trois 
des  variables  t,  x ,  y  ^  z  pourront  être  déterminées  en  fonc- 
tions de  la  quatrième.  Donc ,  si  dans  la  fonction  F(^t,  x,y,  z^ 
on  substitue  les  valeurs  de  jces  variables ,  il  faudra  que  la 
variable  restante  disparaisse  d'elle-même  ,  et  la  fonction  ne 
pourra  plus  contenir  que  les  mêmes  constantes  a,  b,  c,  avec 
celles  qui  entreront  dans  les  expressions  de  L,  M,  iV.De  sorte 
qu'après  cette  substitution,  la  fonction  F(t,  Xjj'^z)  deviendra 
nécessairement  de  la  forme  4>  (a,  i,  c). 

Or  les  trois  équations  primitives  dont  il  s'agit ,  déterminent 
les  valeurs  de  a,  i,  c,  en  fonctions  des  variables  t,  x,y,  z\ 
de  sorte  qu'en  désignant  ces  fonctions  par P,  Q »  R>  oii  peut 
mettre  ces  équations  sous  la  forme 

Donc  la  fonction  F  (  ^ ,  a: ,  y,  z  )  devra  être  de  la  forme 
O  (P,  Q,/l),  puisqu'il  n'y  a  que  cette  forme  qui  puisse 
devenir  fonction  de  a,  b,  c,  en  vertu  des  trois  équations 
primitives 

Donc  l'équation  primitive 

Fit,x,y,z)=io 

deviendra 

par  laquelle  on  aura 

la  caractéristique   ^  désignant  une  fonction  quelconque  de 
P  et  Ç. 

Ainsi  !•.  l'équation  du  premier  ordre  à  trois  variable» 


(j^)M7>''- 
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dépend  des  deux  éqaationfi  du  premier  ordre  entre  les  même» 
Tariables 

y — M2/=o,    a'  —  JVj/=o; 
et  si 

sont  les  équations  primitives  de  celles-ci ,  a  et  ft  étant  les 
constantes  arbitraires^  Téquation  primitive  de  la  proposée  sera 

fP  étant  une  fonction  quelconque  de  P, 

â®.  L*équation  du  premier  ordre  à  quatre  variables 

ê 

dépend  de  ces  trois  équations  entre  les  mêmes  variables^ 

Et  si 

Pc=a,  Q  =  b,R—c 

sont  les  trois  équations  primitives  de  celles-ci,  a,  b,  c  étant 
les  constantes  arbitraires^  F  équation  primitive  de  la  proposée 
sera 

^  (P,  Ç)  désignant  une  fonction  quelconque  de  jP  et  Q;  et 
ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  la  recherche  des  équations  primitives  des 
équations  du  premier  ordre,  par  lesquelles  une  variable  est 
fonction  de  deux  ou  de  plusieurs  autres,  est  réduite  à  la 
recherche  des  équiations  primitives  d'équations  du  même  or- 
dre ,  dans  lesquelles  toutes  les  variables  sont  fonctions  d'une 
seule  et  même  variable.  Or,  en  analyse,  on  regarde  la  solution 
â*un  problême  comme  connue^  lorsquelle  est  réduite  à  celle 
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â*un  problème  d'un  genre  inférieur,  quoique  celle-ci  puisse  être 
sujette  encore  à  beaucoup  de  diffifultés. 

Supposons^  pour  donner  des  exemples  très-simples,  que 
les  quantités  L^  M^  N  soient  constantes  ;  les  deux  équations 

y— x'Jfcr=o  z'  —  afN=o 
auront  ces  primitives  - 

donc  réquation 

aura  cette  primitive 

z  —  iVa;=^(^  — iïfoj,        * 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
Les  trois  équations 

cd^iL—o,  y  —  iM^o,    z'  —  lfN—o, 
auront  ces  primitives. 

€t  l'équation 

aura  cette  primitive 

m 
i 

Z — Ntr=i<^(^x  —  Lt^y — Mt).    . 
Il  est  bon  de  remarquer  que  les  équations 
Pz=a,    Q^b,    R=c,  etc., 

QÙ  a^byCf  etc.  sont  des  constantes  arbitraires^  donnent  cba* 
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cnne  une  solution  particulière  de  l'équation  proposée;  ce  qui 
est  évident  par  la  former  même  de  la  solution  générale 

♦  (P,  Ç)  =  o  ou  ♦(P,Ç,/î)  =  o; 

ear^  puisque  la  fonction  désignée  par  O  est  arbitrmre^  or 
peut  toujours  réduire  ces  équations  à 

P^-ûsno,   ou    Ç  — J=o,    ou  R  —  c=o,etc. 
Ainsi  il  est  facile  de  yoir  que  Téquatioa 

satisfait  à  l'équation  dérivée 


car  elle  donne 


donc 


z=zNx+b', 

(l)=-.(7)=- 


Mais  si  on  prenait  l'autre   équation 

on  ne  verrait  pas  d'abord  comment  elle  y  peut  satisfaire^ 
puisque  la  variable  z  n'y  entre  pas.  Comme  cette  équation 
ne  donne  qu'un  rapport  entre  x  et  y ,  par  lequel  x  est  foncr- 
tion  de  ^ ,  ou  y  >  «notion  de  a: ,  il  faudra  changer  l'équation 
dérivée  de  manière  qu'au  lieu  des  fonctions  dérivées  de  z , 
par  rapport  k  x  et  y  y  elles  contiennent  les  fonctions  déri- 
vées de  X  pas  rapport  à  y  et  z,  ou  de  y  par  rapport  à  x 
et  z  ;  ce  qu'on  obtiendra  par  les  substitutions  que  nous  avon» 
indiquées  plus  haut* 
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Tsons  allons  donner  ici  cette  transformation   pour  servir 
^^exemple  dans  les  cas  semblables. 

On  mettra  donc  à  la  place  de  (^)    et    ("^)  *  ^®^  9^^- 
tités  — -, — ,  —  — ~7^  >  et  l'équation  dérivée  ci-dessus  ^  deviea« 

(7)     (r) 

dra ,  en  multipliant  taus  les  termes  par  f  — r  Y> 


-0=K7). 


dans  laquelle  x  est  maintenant  censée  fonction  de  y  et  z. 

Or  l'équation 

y  — il/x=  a 


donne 


d'où  l'on  tire 


{y)'=-M>  (-7)=°' 


valeurs  qui  satisfont  évidemment  à  T  équation  précédente; 

Nous  venons  de  voir ,  dans .  les  exemples  précédens ,  qua 
l'équation  primitive  renferma,  dans  le  cas  de  trois  variables, 
une  fonction  arbitraire  d'une  quantité  composée  de  ces  va-» 
riablesy  et^  dans  le  cas  de  quatre  variables^,  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités  composées  de  ces  variables. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  est  générale, 
quelle  que  soit  la  forme'  de  l'équation  dérivée  du  premier 
ordre. 

Eu  appliquant  aux  équations  à  trois  variables ,  la  théorie 
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qoe  ncfua  avons  donnée  dans  la  leçon  douzième  ,  sûr  les 
équations  dérivées  à  deux  variables ,  il  est  aisé  de  voir  que, 
puisqu'une  équation  à  trois  variables  a  deux  équations  dé^ 
rivées,  on  pourra ,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations, 
qui  ont  lieu  simultanément ,  éliminer  deux  constantes  à  vo- 
lonté ,  et  parvenir  ainsi  à  une  équation  du  premier  ordre , 
qui  contiendra  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  pri- 
mitive. 

D'où  il  suit  réciproquement  que  l'équation  primitive  d'une 
équation  du  premier  ordre  à  trois  variables,  doit  contenir  deux 
constantes  de  plus  que  l'équation  du  premier  ordre,  et  que 
ces  constantes  seront  nécessairement  arbitraires. 

Prenons  pour  équation  primitive,  l'équation  à  trois  variables 

z=ajt:+iy; 

en  regardant  z  comme    fonction  de   x  et  y ,  on  aura  ces 
deux  dérivées ,  Tune  relative  à  a:  et  l'autre  relative  à  y. 


(^)  =  a.    et(|,)=J. 


Éliminant,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations^  les  cons- 
tantes a  et  b ,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 


-(è)M7)- 


i  laquelle  répondra  l'équation  primitive 

z=ar+5y; 

les  constantes  a  et  6  demeurant  arbitraires. 

Mais  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans  les  équations  à  deux 
variables ,  où  dès  qu'on  a  trouvé  une  équation  primitive  avec 
une  constante  arbitraire ,  on  est  assuré  qu'elle  a  toute  la 
généralité  que  l'équation  du  premier  ordre  peut  comporter; 
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car  on  peut  trouver  une  infinité  d'équations  à  trois  variables, 
qui ,  par  l'élimination  de  deux  constantes  an  moyen  de  leurs 
dérivées ,  donnent  la  même  équation  du  premier  ordre. 

Par  exemple^  l'équation 

^     y 

donne  ces  deux  dérivées 

/zr\       zbx       /z'\  baf 

d'où  l'on  tire ,  par  l'élimination  de  a  et  6 ,  la  même  équation 

On  pourra  trouver  autant  d'autres  équations  primitives  qu*on 
voudra  qui  redonneront  la  même  équation  du  premier  ordre  ; 
mais  dès  qu'on  en  a  une  avec  deux  constantes  arbitraires  , 
on  peut  en  déduire  la  formule  générale^ de  toutes  les  autres 
par  des  principes  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  conduits 
aux  équations  primitives  singulières,  et  que  nous  avons  ex- 
posés dans  la  leçon  quinzième. 

En  effet ,  si  l'on  considère  une  équation  primitive  à  trois 
variables,  telle  que 

dans  laquelle  il  y  a  deux  constantes  a  et  6 ,  qu'on  se  pro- 
pose de  faire  disparaître  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  il 
est  visible  que  le  résultat  de  l'élimination  de  ces  constantes 
sera  toujours  le  même,  soit  que  les  constantes  a  et  ^  soient 
constantes  ou  non,  pourvu  quô  les  deux  dérivées  soient  les 
mêmes;  ce  qui  aura  nécessairement  lieu  lorsqu'en  regardant 
les  quantités  a  et  b  comme  variables ,  les  termes  provenant 
de  leur  ysifiation^  dans  les  deux  équations  dérivées,  seront  nuls. 
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Or,,  tant  qae  a  et  b  sont  constans,  Féqnation 

donne ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  ces  deux  dérivées ,  l'une 
par  rapporta  x  et  l'autre  par  rapport  à,  y, 

^  ^^-^^  +  (7)  ^  (*)  =  °  • 

P'  (y)  +  (~r)  F'  (*)  =  o. 

Mais  en  regardant  a  et  6  comme  fonctions  de  x  et  y  y  ce» 
dérivées  deviendront 

i^(3')  +  (7)^c^)  +  (7)^(«)  +  (7)^'(f)=°- 

Et  il  est  clair  qu'elles  se  réduiront  aux  précédentes,  en 
déterminant  a  et  6  de  manière  que  Ton  ait  les  deux  équations 

(7)  P'  (")  +  (7)  J' w  =  »■ 

n    est  d'abord  visible   qu'on  peut    satisfaire   à  ces   deux 
conditions,  en  faisant 

F'{a)  =  o,     et    F'(i)  =  o; 

ce  qui  donne  deux  équations ,  par  lesquelles  on  pourra  dé- 
terminer a  et  &  en  fonctions  de  rc ,  y,  z. 

Cette  solution  répond  évidemment  à  cellç  qui  donne  les 

équations 
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équations  primitives  singulières  des  équations  à  deux  variables , 
comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  quinzième. 

Ainsi  on  pourra  appeler  aussi  équation  primitive  singu-- 
Hère,  l'équation 

dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  aetb,  les  valeurs  tirées 
des  deux  équations 

F'(a)=o,     /^(A)  =  o. 

Mais  il  7  a  une  manière  plus  générale  de  satisfaire  aux 
mêmes  conditions. 

Supposons  que  b  soit  une  fonction  quelconque  de  a,  que 
nous  désignerons  par^a^  alors  V  deviendra  9^  (a)  Xa'>  par  consé- 
quent r -7 J  deviendra  ç'  (a)    X  (— j ,   et  \--t)  deviendra 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  de  con- 
dition y  elles  deviendront 

lF(u)  +  Z?'  Ci)  X  ?'«]  (•^)  =  o, 

lF'(a)  +  F  {b)  X  çfà}  (4)  =  o , 
et  on  y  satisfera  par  cette  équation  unique 

laquelle  servira  à  déterminer  la  valeur  de  a  ^  et  la  fonction  ça 
demeurera  arbitraire. 

En  effet  ^  si  dans  l'équation  primitive 

Fix,y,z,a,b)z:=:0, 

Aa 


8fà  CALCUL 

on  fait 

b=zfa, 
elle  deyiendra 

et  si  on  désigne  par  F^(a,^a),  la  fonction  dérivée  de 
F(^x,y  yZ,  a,  ^a),  prise  relativement  à  a  seul ,  il  est  facile 
de  voir  qu'en  faisant 

F'  Ça,  (pa)  =  o, 

les  équations  dérivées  de  la  proposée ,  prises  relativement  à  x 
et  èi  y ,  seront  les  mêmes ,  a  étant  variable ,  que  si  elle  ne 
variait  pas;  que,  parconséquent,  Téquation  du  premier  ordre , 
déduite  de  celle-ci  par  l'élimination  de  a  et  fa,  sera  encore 
la  même. 

Il  est  visible  que  l'équation 

F'(a,(pa)=o, 
n  est  autre  chose  que  l'équation  ci-dessus 

en  faisant 

bz=zça. 

De  cette  manière  on  aura  donc  aussi  une  espèce  d'équations 
primitives  singulières ,  mais  plus  générales  que  Téquation  pri- 
mitive proposée,  à  raison  de  la  fonction  arbitraire  qu'ellef 
contiendront. 

Si  donc  on  a  une  équation  du  premier  ordre  à  trois  va- 
riables^ telle  que 


^(^'^>">(^)>(7))  =  °' 


on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  primitive 
où  a  et  6  soient  deux  constantes  arbitraires. 
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Nous  appellerons  celle-ci  équation  primitive  complète , 
à.  raison  des  deux  constantes  arbitraires  qu'elle  contient^  et 
qui  ne  peuvent  disparaître  que  par  le  moyen  de  ses  deux 
dérivées.  S'il  arrivait  que  les  deux  constantes  s'en  allassent 
à-la-fois  au  moyen  d'une  seule  de  ces  dérivées  ,  elles  ne 
pourraient  alors  tenir  lieu  que  d'une  seule  constante^  et  l'é- 
quation primitive  ne  serait  pas   complète. 

Dès  qu'on  aura  trouvé  une  équation  primitive  complète, 
on  en  pourra  déduire  une  autre  plus  générale^ et  qui  con- 
tiendra une  fonction  arbitraire. 

Car  il  n'y  aura  qu'à  faire 

et  déterminer  ensuite  a  par  la  condition 

F'  (a,  9a)  =  0. 

Nous  nommerons  celle  -  ci  équation  primitive  générale , 
pour  la  distinguer  de  la  précédente. 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complète  donnera  en- 
core V équation  primitive  singulière ,  en  déterminant  a  et  6 
en  fonction  àje  x  y  y^z  par  les  deux  conditions 

F'(a)=:o,    jP'(6)  =  o. 

Par  exemple  y  nous  avons  vu  plus  haut  que  l'équation  du 
premier  ordre 


='(i)+^(f):.  -\ 


â  pour  équation  primitive  complète 

Pour  en  déduire  l'équation  primitive  générale  ^  on  fcr4 
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et  on  prendra  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a  seul^ 
on  aura  les  deux  équations 

d*où  il  faudra  éliminer  a  :  comme  la  fonction  fa  est  arbitraire , 
on  peut ,  en  lui  donnant  différentes  formes ,  en  déduire  une 
infinité  d'équations  primitives  complètes  ,  différentes  ,  avec 
deux  constantes  arbitraires. 

Soit,  par  exemple^ 
les  deux  équations  deviendront 

la  seconde  donne 

zBx 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  la  première ,  la  réduit  à 


z 


=^y  + 


qui  est  Tautre  forme  d'équation  primitive   que   nous  avions 
trouvée. 

On  pourra ,  de  la  même  manière ,  en  trouver  tant  d'autres 
qu'on  voudra  ;  mais  il  est  remarquable  que  la  première 
équation  primitive  complète  ,  d'où  l'équation  primitive  gé- 
nérale a  été  déduite ,  n'y  est  jamais  comprise. 

Ainsi  y  il  est  impossible  de  déterminer  la  fonction  ça  de 
manière  que  les  deux  équations 
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donnent  celle-ci, 

ji  et  B  étant  des  constantes  arbitraires  ; 

Car  supposons  la  chose  possible  ;  en  substituant  dans  la  pre- 
mière la  valeur  de  2^  on  aura  à  satisfaire  à  ces  deux  équations 

La  seconde  donne 

cette  valeur  substituée  dans  la  première,  la  rend  diyisiUe 
par  jr,  et  il   en  résulte 

d'où  Ton  tire 

a — A 
divisant  par  fa'^^B ,  on  a  Téquation 


/ 


ça — B      u-^A* 

dont  chaque  membre  est  ime  fonction  dérivée  exacte^ 

La  fonction  primitive  du  premier  membre  est  /  (^a— ^), 
et  celle  du  second  membre,  est  /  (  a — y/ ) ,  la  caractéristique  l 
dénotant  le  logarithme  hyperbolique  (leçon quatrième)  ;  donc, 
prenant  les  fonctions  primitives  et  ajoutant  ta  constante  ar- 
Intraire  /A,  on  aura 

Z((pfl— -B)  =  /(a— ^)  +  /A; 
d'où  l'on  tire 
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et  ptfconséquent 

TeHe  devrait  donc  être  la  forme  de  la  fonction  %a\  d'où 
Ton  déduit 

Ces  yaleurs  étant  maintenant  substituées  dana  les  deux  équar 
tions  ci-dessus,  elles  deviendront 

(a — A)  (x-|-/{y)=o,x-J-fey  =  0, 

auxquelles  on  ne  peut  satisfaire  qu*en  faisant 

ce  qui  ne  donne  rien. 

Jusqu'à  présent  on  avait  cru  que  toute  équation  primitive 
qui  satisfait  à  une  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables , 
avec  une  fonction  arbitraire ,  est  aussi  générale  que  celle-ci 
peut  le  comporter.  L'exemple  précédent  met  cette  propo- 
sition en  défaut,  et  nous  prouverons  plus  bas  la  même  chose, 
d'une  manière  générale  et  directe. 

Il  est  vrai  que,  dans  ]e  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
on  peut  donner  à  l'équation  primitive  une  forme  plus  simple 
et  plus  générale. 

Car,  en  considérant  les  deux  équations 

z=  ax  -i-yfa ,  x -f-j^^'a= o, 
on  voit  que  la  seconde  donne 


X 


y 

X 

d'où  il  résulte  que  a  est  une  fonction  de  - . 

y 
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Faisons  donc 

nous  aurons 

mais  î\  fàucfra  qu'il  J  ait  entre  les  fonctions  4  T-»*  j  et  4  T-j 

une  relation  dépendante  de  T  équation 

y 

En  effets  si  en  regardant  a  comme  une  variable^  on  prend 

ce 
ïes  fonctions  dérivées  relativement  à  la  quantité  -  ^  les  ciqua-' 

tions. 

«  =  4(pet<i)a  =  «(|^ 

donneront 

donc  ,  substituant  dqns  la  seconde  ,  pour  af  et  pour  qt^a  ,  leur* 
valeurs  ;  on  aura  Téquation  de  condition 


Î4-(D  +  ^(î)  =  o. 


Maintenant  la  première  équation  devient  ^  par  la  si^stitU"» 
tion  des  valeurs  de  a  et  de  9a  ^ 


»  -  x4  (^)  +  y*  Q  ; 


«t  si  l'on  met  cette  équation  sous  la  forme 


•=<^©+i»(j)]- 


BjS  C  k  L  C  V  h 

il  est  yisible  qu'elle  se  réduit  à  celle-ei  ; 

La  fonction  "S^^  T- j  demeure  absolument  arbitraire ,  puis- 
que les  deux  fonctions  4  (' )  et^^  ^  T- j  ne  forment  qu*une 

fonction  de  ^  ;  ensorte  que  la  relation  trouvée  entre  ces  fonc- 

tions  y  devient  ici  inutile. 

£t  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  solution  est 
précisément  celle  que  l'on  trouve  directement  par  la  méthode 
générale  exposée  plus  haut  pour  les  équations  du  premier  ordre 
de  la  forme 


(-$)+^(^)=^; 


Car  l'équation  proposée 


*  =  ^(7)+J'(7> 


étant  divisée  par  x  et  comparée  à  la  formule  précédente ,  donne 

X  X 

de  sorte  que  les  deux  équations  particulières 

y  — Mxz=:o^    et    z'  —  Nx'zi^q, 
deviennent 

,      yaf ,      zx'  _^ 

Chacune  de  ces  deux  équations  étant  divisée  par  x  y  devient 
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une  dérivée  exacte  ^  et  on  a  les  deux  primitives 

^  _       -  =  6 
On  a  ainsi 

P  =  y,    et    Q=-; 

X  ^  X 

d'où  résulte  l'équation  primitive 


1=^(0. 


Z 
X 


qui  s'accorde  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

On  voit  aussi  que  cette  forme  renferme  Téquation  complète 

car  il  n*y  a  qu'à  supposer 

Si  l'on  avait  l'équation  du  premier  ordre 

.=.(^)+,(^)h./[(D.(^]. 

la  caractéristique  y  dénotant  une  fonction  quelconque  donnée 
des  deux  fonctions  dérivées  f -~7  j  j  ("t;  >  on  trouverait  aisé- 
ment pour  son  équation  primitive  complète  ,  l'équation 

z=ax  +  fcy +/(a,A), 

a  et  6  étant  deux  constantes  arbitraires. 

En  effet,  en   prenant  les  deux  dérivées  de  cette  équation 
par  rapport  à  x  et  à  j^ ,  on  a 


(p)=«.(7)=»- 


S78  CALCUL 

et  substitaant  ces  valeurs  de  a  et  6  ^  il  vient  Téquation  proposée.' 

Maintenant,  pour  trouver  Féquation  primitive  générate^  il 
n'y  aura  qu'à  faire 

b  =r^a , 

et  déterminer  ensuite  a  par  la  dérivée  ,  prise    relativement 
à,  a  seul. 

Ainsi  on  aura  le  système  des  deux  équations 

Enfin,  pour  avoir  l'équation  primitive  singulière,  on  élimi- 
nera a  et  6  an  moyen  des  deux  dérivées ,  l'une  par  rapport 
â  a ,  et  l'autre  par  rapport  à  b.  Ces  dérivées  sont 

x+f(a)  =  o,y+fib)=o.       _ 

Comme  l'élimination  de  a  et  i  est  impossible  tant  qu*on 
ne  particularise  pas  la  fonction  /"(a,  i);  si  à  la  place  des 
variables  x  et  jr,  on  introduit  les  deux  variables  aetb^ 
on  aura 

x=-fia),y  =  -fib)î 
et  de  là 

pour  l'équation   primitive  singulière. 

Si  on  considère  ces  trois  espèces  d'équations  primitives , 
il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  essentiellement  distinctes 
l'une  de  l'autre ,  et  que  chacune  d'elles  ne  peut  être  ren- 
fermée dans  aucune  des  deux  autres,  ni  les  renfermer;  car, 
dans  la  première,  les  quantités  a  et  i  sont  constantes,  au 
lieu  qu'elles  deviennent,  dans  la  seconde  et  dans  la  troisième, 
des  fonctions  différentes  des  variables  00,  y,  z. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  d'une  manière  plus  sensible,, 
par  la  considération  des  surfaces  représentées  par  ces  diffé^ 
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rentes  équations  primitives.  Pour  cela,  je  considère  d'abord 
réquatioQ  générale  du  plan 

dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires 
des  Xyy  y  des  x y  z,  et  des  j^,  z,  est  déterminée  par  les  cons- 
tantes a  y  by  c. 

Car  il  est  facile  de  prouver  que  a  est  la  tangente  de  Fangle 
que  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  des  x  et  z  fait  avec 
l'axe  des  x  ',  que  b  est  la  tangente  de  l'angle  que  l'intersection 
du  même  plan  avec  l'autre  plan  des  j^  et  z  fait  avec  l'axe  dey; 
enfin  que  ce  plan  passe  par  le  point  de  l'axe  des  z ,  qui  est  éloi- 
gné de  l'origine  commune  des  trois  axes  de  la  quantité  c.  Ainsi 
on  peut  regarder  a,  b,  c  comme  les  élémens  du  plan ,  puisque 
sa  position  par  rapport  aux  axes  des  x,  y,  z ,  en  dépend  en- 
tièrement. 

Si  on  combine  l'équation  du  plan  avec  ses  deux  dérivées 
prises  séparément  par  rapport  à  a:  et  j' ,  on  peut  déterminer  les 
valeurs  des  trois  élémens  a,  i ,  c  en  fonctions  de  x^  y,  z,  et 
Ton  trouve 

«=(^)'*=(7)'''="-^(^)--y(7)- 

Or  nous  avons  démontré  rigoureusement,  dans  la  Thcorie 
des  Fonctions  analytiques  ,  que ,  par  rapport  à  une  surface 
quelconque  dont  on  a  l'équation  en  :c,j^,z,  les  expressions 
précédentes  des  quantités  a,  b,  c  donnent  également  les  élé- 
mens du  plan  tangent  de  la  surface  dans  le  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x,  y,  z;  d'où  il  suit  que  deux  surfaces, 
qui,  pour  les  mêmes  coordonnées,  auront  aussi  les  mêmes  va- 
leurs des  fonctions  dérivées  (—)  et  ( -7-)  »  se  toucheront  né- 
cessairement dans  le  point  qui  répond  à  ces  coordonnées ,  puis- 
qu'elles adVont  l'une  et  l'autre  le  même  plan  tangent. 
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Cela  posé  ^  l'équation  primitive  complète 

dans  laquelle  a  et  6  sont  des  constantes  arbitraires ,  représenté 
une  surface  dont  la  nature  et  la  position  dépendent  de  ces 
constantes  ;  ensorte  qu'en  faisant  varier  ces  constantes  y  la 
surface  variera  aussi  successivement. 

Or^  si  on  fait 

«t  qu'on  détermine  a  en  fonction  de  x,  y ,  z,  de  manière  que 
les  deux  équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne  va- 
riait pas ,  ce  qui  donne  l'équation  primitive  générale ,  il  est 
visible  que  cette  équation  représentera  une  surface  tout-à-fait 
différente^  mais  qui  aura,  dans  chaque  points  le  même  plan  tan- 
gent que  si  la  quantité  a  demeurait  constante ,  puisque  les  ex- 
pressions des  quantités  (  ~7  )  ^t  f  — 7  j  restent  les  mêmes.  Donc 

cette  surface  sera  touchée  dans  chaque  point  par  la  surface  de 
l'équation  primitive  complète  qui  répond  à 

et. où  a  aura  une  valeur  constante  déterminée  par  Téquation 

F\ay  (pa)=o, 

qui  est  la  condition  de  l'écjuation  primitive  générale  :  les  valeurs 
de  X y  y  y  z,  dont  a  devient  fonction,  répondant  au  point  de 
contact  des  deux  surfaces ,  et  étant  censées  constantes  par  rap- 
port aux  surfaces  touchantes. 

Mais  en  regardant  a  comme  constante ,  l'équation 

F'(a,  ^a)  =  o 

< 

représente  aussi  une  surface  ;  et  son  intersection  avec  la  sur- 
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face,  représentée  par 

sera  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface^  dont  chaque 
point  sera,  par  conséquent,  un  point  de  contact  des  deux 
surfaces  dont  il  s'agit. 

D*où  Ton  peut  conclure  que  la  surface  représentée  par  l'é- 
quation primitive  générale ,  sera  touchée ,  dans  toute  1* étendue 
d'une  ligne ,  par  une  des  surfaces  représentées  par  l'équation 
primitive  complète ,  dans  laquelle  on  supposera  l'une  des 
constantes 

h  =  a^Q- 

De  manière  que  l'équation  primitive  complète 

/ 

^(^>J'>2J,a,9c)=o, 

où  a  est  constante ,  donnera ,  en  faisant  varîer  successivement 
la  valeur  de  a,  une  infinité  de  surfaces  successives  dont  cha- 
cune aura  une  ligne  d'attouchement  avec  la  surface  représentée 
par  l'équation  primitive  générale  ;  et  il  est  aisé  de  concevoir 
que  ces  lignes  ne  pourront  être  que  les  intersections  mutuelles 
des  mêmes  surfaces  ;  que ,  par  conséquent ,  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  primitive  générale ,  ne  sera  formée  elle- 
-même que  par  toutes  ses  intersections  successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  cette  surface  est 
subordonnée  à  la  fonction  ç  a,  et  qu'elle  n'a  de  contact  qu'avec 
celles  des  surfaces  de  l'équation  primitive  complète 

pour  lesquelles 

Mais  si,  en  regardant  a  et  è  comme  variables,  on  les  détermine 
par  les  deux  équations 

ir'(a)=o,F'(i)  =  o, 
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ce  qui  donne  alors  réquation  primitive  singulière,  la  surface  repr^ 
sentée  par  cette  dernière  équation  sera  aussi  touchée  par  la  sur- 
tace  de  Téquation  primitive  complète ,  dans  laquelle  a  et  6  au- 
ront des  valeurs  constantes ,  puisque  les  valeurs  des  expressions 

f  -^  j  *^  (  r^  )  ^°*  encore  les  mêmes,  soit  que  a  et  6  soient 

constantes  ou  variables  ;  et  les  points  d'attouchement  pour  des 
valeurs  données  de  a  et  b  ,  seront  déterminés  par  les  deux 
équations 

combinées  avec  Féquation  primitive 

de  sorte  que  ,  pour  chaque  valeur  de  a  et  &  ,  il  n*y  aura  qu'un 
point  de  contact  déterminé  ;  d*où  il  est  aisé  de  conclure  que 
la  snrËice  représentée  par  l'équation  primitive  singulière  ,  ne 
touchée  dans  chacun  de  ses  points  que  par  une  des  sur- 
de  réquation  primitive  complète 

F(x,y,z,a,b)  =  o; 

mais  qu'elle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être 
représentées  par  cette  équation  ,  en  donnant  à  a  et  b  des  valeurs 
constantes  quelconques  ;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  cette 
même  surface  comme  formée  par  l'intersection  mutuelle  et 
continuelle  de  toutes  les  surfaces  dont  nous  parlons  ,  en  faisant 
varier  successivement  les  valeurs  des  constantes  a  et  b. 

Cette  théorie  n'est ,  comme  Ton  voit ,  qu'une  généralisation 
de  celle  que  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  dix-huitième , 
sur  les  courbes  représentées  par  les  équations  primitives  or- 
dinaires ou  singulières  des  équations  du  premier  ordre  à  deux 
variables. 

L'équation  primitive  complète 

z^ax  +  by+f(^a,  b) 
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que  nous  avons  traitée  p]us  haut  ^  représente^  comme  Ton 
Toit^  un  plan  dont  la  position  dépend  des  deux  constantes 
a  et  h. 

Si  on  fait 
et  qu'on  détermine  a  par  l'équation 

pour  avoir  l'équation  primitive  générale  ,  la  surface  représentée 
par  cette  équation  sera  touchée  et  formée  par  l'intersection 
mutuelle  et  successive  de  tous  les  plans  représentés  parTéquation 

en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles  ;  et 
cette  surface  sera  développable  dans  le  sens  le  plus  étendu. 

Mais  si  l'on  détermine  a  et  6  par  les  deux  équations 

ce  qui  donne  l'équation  primitive  singulière  ,  la  surface  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  sera  formée  et  touchée  par 
tous  les  plans  qui  peuvent  être  représentés  par  l'équation 

z=:ûLr  +  6y+/(a,A), 

en  donnant  successivement  à  a  et  &  toutes  les  valeurs-successives 
possibles. 

Et  toutes  ces  différentes  surfaces  seront  représentées  à-la-foi« 
par  l'équation  du  premier  ordre 

On  peut  voir ,  dans  les  écrits  de  Monge  ,  la  théorie  de  la 
génération  des  surfaces  et  des  équations  qui  peuvent  les  repré- 
serter  ,  développée  dans  toute  son  étendue  ,  et  avec  des 
considérations  particulières  et  ingénieuses  qui  lui  appartiennent. 
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Lorsque  l'équation  du  premier  ordre  renfermera  plus  de  trois 
variables ,  on  pourra  aussi  la  supposer  déduite  d*une  équation 
entre  ces  mêmes  variables  ^  et  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'il  y  aura  de  variables  moins  une  ;  car  alors  cette  équation 
fournira  autant  d'équations  dérivées  qu'il  y  aura  de  constantes , 
par  lesquelles  on  pourra ,  en  éliminant  ces  constantes ,  parvenir 
a  l'équation  du  premier  ordre. 

L'équation  avec  les  constantes  arbitraires  sera  donc  l'équa* 
tion  primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  ;  et  on 
en  pourra  déduire  des  équations  primitives  plus  ou  moins 
générales  par  la  variation  de  ces  constantes  ,  en  supposant 
l'une  ,  ou  quelques-unes  d'entre  elles  ,  fonctions  de  toutes  les 
autres  ,  et  les  déterminant  par  les  équations  dérivées  prises  par 
rapport  à  chacune  de  celle--ci. 

Enfin  si ,  sans  établir  aucun  rapport  entre  ces  constantes , 
on  les  détermine  toutes  par  les  équations  dérivées  prises  par 
rapport  à  chacune  d'elles  en  particulier ,  on  aura  l'cquation 
primitive  singulière  ;  car ,  par  ces  déterminations ,  les  équations 
dérivées  resteront  les  mêmes ,  et  le  résultat  de  l'élimination 
sera ,  parconséquent  ^  le  même  que  si  les  variables  étaient  de- 
meurées constantes. 

Ainsi  l'équation  entre  quatre  variables  t^  x,y,  z ,  et  trois 
constantes  a,  b  ,  c  , 

F(t,  x,y,z,a,b,  c)=o 

sera  la  primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  entre 

t,  X  ,y ,  z^etles  trois  fonctions  dérivées  (-7)  >  ("^)  >  ("rj  * 
déduites  des  trois  dérivées  prises  par  rapport  àt,x,yy 

F'  (0  +  (y)  F'  (*)  =0 ,  F'  iP=)  +  (^)  F'  (z)  =  o  . 

en  éliminant ,  parleur  moyen ,  les  trois  constantes  a  ^b  ^  c. 

Da 
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De  là ,  en  regardant  a,b  ^c  comme  variables ,  et  faisant 

oû  aura  Fécpiation  primitive  générale  par  les  deux  écjuations 
dérivées  relatives  àaet  b  , 

F'  (a)  +9' (a)XF'  (c)=o,    F'  (&)+<!>'  (i)  X  F' (c)=o  ; 

et  si  on  fait  à-la-fois 

c  =  ço  ,  b'=z  ^|,â  , 

on  aura  ime  autre  équation  primitive  moina  générale  ,  en  dé-» 
terminant  a  par  l'équation  relative  à  a 

F'  (a)  +4'aX  F'  (J)  +<|.'a  X  F"  (c)  =  ô. 

Enfin  on  aura  l'équation  primitive  singulière  par  les  trois 
équations  dérivées  relatives  à  a,  b,  c, 

On  voit  parla  qu'en  général  toute  équation  du  premier  ordre 
entre  trois  variables  ,  dont  une  est  censée  fonction  des  deux 
autres ,  peut  avoir  pour  équation  primitive  une  équation  entre 
ces  mêmes  variables ,  contenant  une  fonction  arbitraire  ;  que 
toute  équation  du  premier  ordre  entre  quatre  variables  ,  dont 
une  sera  censée  fonction  des  trois  autres ,  pourra  avoir  pour 
équation  primitive  une  équation  entre  ces  quatre  variable , 
contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  formées  de 
ces  variables  ,  et  ainsi  de  suite  :  l'introduction  de  ces  fonctions 
arbitraires  dans  les  équations  primitives ,  et  leur  évanouissement 
dans  les  équations  dérivées  ,  est  le  vrai  caractère  qui  distingue 
les  équations  dérivées  à  plusieurs  variables ,  de  celles  qui  n'ont 
que  deux  variables  y  et  où  l'équation  primitive  n*admet  que  des 
constantes  arbitraires. 

Nous  avons  donné  plus  haut  une.méthode,  directe  pour  trou--^ 

Bb 
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ver  l'éqnatîoii  primitiye  de  tonte  équation  da  premier  ordre  k 
un  nombre  quelconque  de  variables  ,  lorsque  les  fonctioiis 
dérivées  n*y  passent  pas  le  premier  degré.  On  peut ,  par  une 
considération  fort  simple ,  que  j*ai  proposée  il  y  a  long-temps 
(^Mémoires  de  Berlin  de  1772  ) ,  rendre  toute  équation  du  pre- 
mier ordre  à  'trois  variables  y  susceptible  de  cette  méthode. 
Mais  il  se  présente  alors  ,  dans  l'application  de  la  même  mé- 
thode ,  des  difficultés  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  ont  déjà 
fait  cette  application  ^  et  que  je  n'ai  pas  cherché  à  résoudre  dans 
la  TTiéorie  des  Fonctions,  en  traitant  le  même  sujet  (ait  io4)  > 
parceque  je  n'avais  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant.  C'est  ce 
qui  m'engage  à  revenir  sur  cet  objet  pour  n'y  plus  rien  laisser 
à  désirer. 

Faisons^  pour  plus  de  simplicité , 


&)=P'     (7)=''' 


toute  équation  du]  premier  ordre  à  trois  variables  sera  représen- 
tée par 

et  l'on  aura  la  formule 

à  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen  de  l'une  des  indé- 
terminées p  et  q  y  Vautre  étant  donnée  par  l'équation  du  pre- 
mier ordre. 

Comme  les  quantités  p  et  q  ne  peuvent  être  que  des  fonctions 
de  X  ,y ,  z ,  si  on  suppose 

on  aura  l'équation 
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^i  nd  peut  avoir  ude  équation  primitive  qu'autant  que  les 
fonctions  désignées  par  «vl.  et  f  satisferont  à  la  condition 

comme  nous  l*avons  vu  dans  la  leçon  précédente. 
Or^  puisque 

ou  aura 

4-0-)  =  (^).      i-(.'i=(Ç). 

donc  y  faisant  ces  substitutions^  on  aura  pour  Téquation  de  con- 
dition  ,  celle-ci  du  premier  ordre  , 

ou  bien 

(^)-(f)+(^)-(^)'=- . 

L'équation  donnée 

fournit  ces  trois  dérivées  relatives  kx ,y  ^  z, 

F'(x)  +  F'(p)x(^)  +  F'(9)x(^)=o, 

F"  iy}  +  F' (p)  X  (É.'^  +  F'iq)  X  (f  )=o.' 
F'  (^z)  +  F'  (p)  X  (7-)  +^ (<?)><  (7^)  =  °» 
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par  le  moyen  desquelles  oa  pourra  élinûner  les  fonctioiu  din* 
vées  de  p  ou  de  q. 
Elimmons  celles  de  f ,  on  aura ,  par  la  première  et  la  troiâèmei 

\17)  -""  ¥Tq)  "F'iq)^  \xfj 

/q\_       riz)        F'Çp)        /p'\, 
W  -~  ii*  (.7)        F  (7)  ^  \z'J  ' 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus  du  pre- 
mier ordre ,  elle  deviendra 

F'  (X)  +  pF  (z)  +F'  (p)  X  (^)  +  ^  (9)  X  (Ç) 

+  I>^'0')+9/^'('7)](^)=Oî 

(m  Ton  voit  que  les  fonctions  dérivées  de  Tinconnue  p ,  ne 
sont  qu'à  la  première  dimension ,  la  quantité  q  étant  d'ailleurs  , 
une  fonction  de  p,  x  ,yf  z,  donnée  par  l'équation 

Lorsqu'on  aura  déterminé  ,  par  ces  équations^  les  fonctions 
petqy  l'équation 

a'  =  pa/  +  ^' 

aura  nécessairement  une  équation  primitive  qui  sera  en  même 
temps  l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  ordre 

Comparons  maintenant  l'équation  ci-dessus  ,  qui  contient  les 
fonctions  dérivées  dep,  relativement  aux  trois  variables  x^sfy 
avec  la  formule  1 

(t)+^(7)  +  ^(7)=". 
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que  nous  avons  déjà  traitée  dans  cette  leçon ,  et  dont  nous 
ayons  yu  que  Téquation  primitive  dépend  des  trois  équation9 
particulières 

îious  aurons ,  en  prenant  respectivement  les  variables  x^,y,  z,p 
à  la  place  des  variables  ^ ,  a: ,  ^ ,  2? ,  les  valeurs 

de  sorte  que  les  trois  équations  particulières  deviendront 

y    F'(ji)-afF'(q)=o, 

t'P  0>>  -  x<  [pfCp)  +  qPifi)-}  =  o, 

j/F'  0»)  +  0/  C  F'  (a:)  +  pF'  (z)]  =  o: 

Comme  ces  trois  équations  ne  renferment  que  quatre  va- 
riables X  y  y^  ^f  Pi  on  pourra  les  réduire  à  une  seule  entre 
deux  variables;  ainsi  la  difficulté  est  rabaissée  aux  équations 
de  ce  genre. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  leurs  équation»  primitives 
qui'  renfermeront  nécessairement  trois  constantes  arbitraires 
fl  ,  i,  c;  on  pourra  en  tirer  les  valeurs  de  ces  trois  constantes 
en  X  ,y,  zet  p;  et  si  on  dénote  ces  valeurs  par  P,  Q,  71,  on 
aura  sur-le-champ ,  comme  nous  l'avons  démontré ,  l'équation 

pour  réquation  primitive  de  Téquation  du  premier  ordre  en 
X,  y,  zetp,\a,  fonction  ^  (P,  Q)  étant  une  fonction  arbi- 
traire  quelconque  de  P  et  de  Ç. 

Cette   équation,  combinée  avec  Téquation  donnée 

donnera  les  valeurs  de  p  et  ç  en  x^y,  z^^  quî,^  étant  substL- 
tuées  dans  l'équatiôa 

3 


1 
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la  rendront  susceptible  d'une  équation  en  x,y,  z^  qui*  sera 
réqnation  cherchée. 

Comme  jusqu'ici  rien  ne  limite  la  fonction  f(^P,Q),ïi 
^'ensuivrait  que  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier 
ordre  à  trois  variables  pourrait  renfermer  une  fonction  ar- 
bitraire de  deux  quantités ,  tandis  que^  dans  les  cas  que  nous 
avons  examinés^  nous  n'avons  jamais  trouvé  que  des  fonc- 
tions arbitraires  d'une  seule  quantité;  il  est  d'aiHeurs  facile 
de  se  convaincre  qu'il  est  impossible  de  faire  disparaître  d'une 
équation  à  trois  variables^  une  fonction  arbitraire  de  deux 
quantités ,  par  le  moyen  de  ses  deux  équations  dérivées. 

Cette  difficulté ,  je  l'avoue ,  m'a  long-4emps  tourmenté;  enfin 
je  suis  parvenu  à  la  résoudre  par  les  considérations  suivantes* 

Je  remarque  d'abord  que^  comme  les  trois  équations 

P  =  a,     Ç  =  4,     R=c 
satisfont  par  l'hypothèse ,  aux  trois  équations  du  prenûer  ordre 

yF'(p)_x'F'((/)    =o, 

P'^'(P)  +  ^'C  F'(x)  +  pF'(*)]=o, 

avec  les  constantes  aii>itraires  a^  ft^  c^  si  on  tire  de  ces  mêmes 
équations 

les  valeurs  de  x,  y  ^  2  en  fonction  de  p  ^  et  qu'on  les  substitue 
dans  les  équations  précédentes ,  elles  deviendront  nécessaire- 
ment identiques  ;  de  sorte  que ,  par  ces  substitutions^  les  pre- 
miers  membres  des  équations  dont  il  s'agit,  deviendront  iden- 
tiquement nuls ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p ,  a ,  b,  c. 
En  général,  comme  les  variables  x,  y ,  z,  p  sont  regardées 
comme  indépendantes ,  il  sera  indifférent  de  substituer  les  va- 
leurs de  trois  de  ces  variables  exprimées  en  fonctions  dta^bfC 
et  de  la  quatrième  variable. 
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Or  le  premier  membre  de  la  première  étant  multiplié  par  q , 
et  retranché  du  premier  membre  de  la  seconde  des  mêmes 
équations ,  donne 

Donc^  si  dans  la  formule  »'— pj/— -qfy ,  on  fait  les  mêmes^ 
substitutions  des  valeurs  de  x ,  ^  ,  &  en  p  ^  le  résultat  sera 
encore  identiquement  nul. 

A  la  place  des  variables  x^,  y,  z  on  peut^  sans  nuire  à 
la  généralité  > introduire  les  quantités  a,b,  c,  regardées  conune 
variables ,  en  conservant  les  mêmes  expressions  àe  x  ,y,  z  en 
a,  b ,  c.  Alors ^  dans  la  fomxule  a'— pj/— qry,  les  termes 
provenant  de  la  variabilité  de  p^  se  détruiront  mutuellement, 
puisque  ces  mêmes  expressions  rendent -cette  formule  nulle 
dans  le  cas  où  a^  &,  c  sont  constantes  :  elle  deviendra  donc 
de  la  forme  ^a'  +5i'  +  Cc'>  d^ns  laquelle  A,  B,  C  seront 
des  fonctions  de  p,  a^  b  ^  c. 

Donc  l'équation 

z^-^psf  —  <0''  =  o 
deviendra 

et  la  condition  qui  doit  la  rendre  susceptible  d  «ne  équation 
primitive^  sera^  par  ce  que  nous  avon^  trouvé, 

puisque  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  z  enp,,c,  b,  c,^ 
donne 

d*où  ces  valeurs  sont  supposées  tirées. 

Or^   en  prenant  les  fonctions   dérivées,  on  a 
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Donc  j  faisant  ces  substitutions ,  Téqnatioa 

aura  nécessairement  une  équation  primitive^  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu  autant  que  la  variable  p  disparaîtra  d'elle-même 
de  Téquation  ^  pubque  sa  fonction  dérivée  p^  a  déjà  dispam. 

Alors  réquation  sera  entre  les  deux  seules  variables  a  et  b^ 
et  aura  toujours  une  équation  primitive  ^  par  laquelle  6  deviendra 
fonction  de  a  seul  ;  et  cette  fonction  sera  arbitraire ,  à  cause  de 
la  fonction  arbitraire  ç(^a,b). 

Ainsi  les  deux  quantités  b  et  c  seront  nécessairement^  l'une 
et  l'autre  ^  fonction  de  a  seul^  mais  il  faudra  qu'elles  satis- 
fassent à  l'équation 

Ja'  +  Bb'  +  Cc'=zQ. 
Soit  donc 

en  les  substituant  dans  cette  équation^  on  aura 

A  +  B^'a  +  C(p'a  =  o; 

ce  qui  donne  une  relation  entre  les  deux  fonctions  ^  et  4^i 
et  il   en  restera  une  d'arbitraire. 

Maintenant ,  si  on  remet  pour  a^b,  c  leurs  valeurs  P,  Q,R, 
on  aura ,  pour  l'équation  primitive  cherchée  ,  le  système  des 
deux  équations 

d'où,  en  éliminant  p,  on  aura  une  équation  en  ^,^,  «,  avec 
une  fonction  arbitraire. 

Telle  est  la  solution  directe  et  complète  du  problême; 
mais  nous  verrons  qu'on  peut  la  simplifier  dans  plusieurs  cas. 
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Prenons  pour  exemple  l'équation  du  premier  ordre 

On  aura  ici 

J^i^,y>  ^>  P,9)=2i— P?  =  o; 

donc 

Et  les  trois  équations  du  premier  ordre  exïx,y,z,p devien- 
dront 

"^  ^y^^P^  =0,  — çs'+  ^pqx:'  z=zo,  —  qp^  +px'=o. 

Or  réquation 

z=pq, 

donne 

z 

P 

donc  les  trois  équations  dont  il  s'agit  deviendront 

zy'  —  p*x'  =0 ,     a' — Qpx'  =  o  ,     zp^-^p^x'  ==  o  , 

et  Von  pourrait  faire  l'une  des  fonctions  dérivées  x',  y,  a/,  p'^ 
égale  à  l'unité, 

La  première  et  la  dernière  donnent 

d'où  l'on  tire  Téquation  primitive 

ynzp  +  a, 
a  étant  une  constante  arbitraire. 
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Ensuite  la  seconde  et  la  troisième  donnent 

pz'  =  azp'  ; 
•avoir , 

z-    p* 
les  fonctions  primitives  logarithmiques  sont 

d'où  l'on  tire 

z—bp^, 

b  étant  une  constante  arbitraire. 

EiiGn ,  si  dans  la  première  on  substitue  p'  pour^' ,  et  bf^ 
pour  2  y  on  a  ,  en  divisant  par  p* , 

ip  — .  x'  =  o  ; 

d'où  Ton  déduit  ^  en  prenant  les  fonctions  primitives  , 

xr=bp  -f-  c, 

c  étant  la  troisième  constante  arbitraire. 
Ainsi  on  aura  ,  en  dégageant  les  valeurs  de  ces  constantes  y 

a=y^p=zP,b=:^=Q,  c  =  x-^  =  /î. 

Maintenant  ^  si  dans^  Téquation 

z'—px'  —  qy'  =  o, 

on  substitue  pour  q  la  valeur  -  ,  elle  devient 

r 

P 
Et  si ,  à  la  plate  de  x^y^  z,onj  met  les  expressions  trouvée» 
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ci-dessus  enp,  à,  b,  c,  en  regaidant  les  quantités  a^  ft,  c  commQ 
variables  ^  on  a  la  transformée 

p*y  +  fli/7/7' — p*y  —  ipp'  — pc' — ipp'—  4pfl'  =  o , 

qui ,  en  effaçant  ce  quî  se  détruit ,  et  divisant  ensuite  par 
p  i  se  réduit  à 

c'  +  ia'=o. 
Donc  y  faisant 

h  r=r  f^a  ^  c  =7  ^a  > 
on  aura 

ce  qui  donne 

•^a  =s  —  ^  A. 

Ainsi  on  aura  le  système  de  ces  deux  équations 
savoir , 

d'où  il  faudra  éliminer  p;  et  la  fonction  ^  (j^  — p)  demeu- 
rera arbitraire. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante  :  lorsqu^on  a 
trouvé  deux  équations  primitives  renfermant  deux  constantes 
arbitraires ,  comme 

y = p -|- a ,  et  z  =  Ap*, 

on  pourrait  croire  qu'en  éliminant  p ,  on  aurait  une  équation 
primitive  avec  deux  constâxïtes  arbitraires,  qui  serait ,  parcon- 
séquent ,  Téquation  primitive  complète  de  la  proposée  ,  et 
d*où  Ton  pourrait  ensuite  tirer  Téquation' primitive  générale 
avec  une  fonction  arbitraire; 


\ 
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On  aurait  ^  de  cette  manière  Téquation 

Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'elle  ne  satisfait  pas  à  la 
proposée 


car  elle  donne 


'=(7)x(7)' 


II  en  serait  de  même  si  on  employait ,  pour  chasser  p  ,  la 
seconde  et  la  troisième  équation  ,  on  aurait  alors 

savoir , 

(x— c)* 

ce  qui  donnerait 

(7)=- 

Mais  si  on  employait  la  première  et  la  dernière ,  on  aurait^ 
par  Télimination  de  p  , 

c  =  a:« 


d'où  Ton  tire 

2i=(x  — c)  {y—a)\ 

cette  expression  donne 


(7)=j'-«>   (l)  =  *-^î 


valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée. 
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La  raison  de  cette  espèce  de  bizarrerie  se  trouve  dans  Téqua* 
tioQ  donnée  plus  haut^ 

c'  +  *û'  =  o. 

Elle  fait  voir  que  les  deux  quantités  a  et  c  peuvent  être 
constantes  ensemble;  que,  parconséquent^  les  deux  équations 

P  =  a,  ctfl  =  c 

ont  lieu  à-la-fois ,  de  sorte  qu'en  éliminant  p  on  a  une  équa- 
tion en  X,  y,  z,  et  les  deux  constantes  arbitraires  a,  c,  qui 
sera ,  parconséquent ,  l'équation  primitive  complète  de  la  pro- 
posée. Mais  l'équation  ne  serait  pas  satisfaite  par  la  simple 
supposition  de  a  et  &  ^  ou  de  6  et  c  ^  constantes  ensemble  \  d'où 
il  suit  que  les  deux  équations 

P^=za    et     Ç  =  i,     ou     Ç=:i    et    R=:c, 

prises  ensemble  y  ne  satisfont  pas  à  la  proposée. 

Au  reste  ,  on  peut  trouver  l'équation  primitive  complète ,' 
au  moyen  d'une  seule  de  ces  équations;  car  elle  donne  une 
valeur  de  p  en  x ,  y,  z ,  et  une  constante  arbitraire  ;  et  comme 
cette  valeur  satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre  en  x^y,  z 
€tp,   elle  rendra  l'équation 

a'  — px^ — ^y = 0 

susceptible  d'une  équation  primitive  :  ainsi  il  n'y  aura  qu  a 
chercher  cette  équation  en  y  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, et  l'on  aura  l'équation  primitive  complète  avec  les 
deux  constantes. 

Ou  bien  on  tirera  de  l'équation  trouvée  la  valeur  de  p 
en  X,  y,  z  ',  et  comme 


-a 


on  cherchera  l'équation  primitive  ;  en  ne  regardant  que  2  et  x 
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comme  Ttriables.  Cette  éqnatioa  pourra  alors  renfermer  tme 
fonction  arbitraire  de  y^  qu'on  déterminera  aisément  par 
l'équation  proposée  ;  et  comme  celle-ci  est  du  premier  ordre , 
la  fonction  de  y  renfermera  au  moins  une  constante  arbi- 
traire; de  sorte  qu'on  aura  de  nouveau  une  équation  primitive 
complète  ayec  les  deux  constantes. 

Prenons  dans  l'exemple  précédent  la  première  équation 
P  =  a,  savoir> 


Elle  donne 
et  comme  on  a 

on  aura 


pz=zy  —  a\ 


z 


^  = 


y  — a 
Ces  deux  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation 

n'  —  pj/  —  ^  =  G  , 
donnent 

z'  —  (y— a)x'—  — ^ —  =r  G  , 

•^  y^-^a 

équation  qui ,  étant  divisée  par  y^^a,  sl  pour  primitive 


—  X  +  c  =  o; 


y— a 

où  c  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or  cette  équation  est  la  même  que  nous  ayons  trouvée  ci- 
dessus  par  FélimiDation  de  p, 

La  même  équation 
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deyient ,  en  substituant  pour  p  sa  valeur  (--7 }  > 

Comme  il  n*y  a  ici  que  la  fonction  dérivée  de  z  relativement 
à  X  )  on  peut  ôter  les  parenthèses  et  mettre  Téquation  sous 
la  forme 

z=  {y  —  a)x' 

dont  l'équation  primitive ,  en  regardant  jf  comme  constante  ;  est 

z=Qy  — a)  (x  — y), 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Cette  valeur  donne  ^  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par 
rapport  à  a:  et  ^  , 

Substituant  ces  expressions  dans  la  proposée 

'=(è)><(7)- 

•n  a 

d'où  Ton  tire 

r  =  o  ; 

et  parconséquent 

)Bn  prenant  c  pour  une  constante  arbitraire. 

Ainsi  réquation  primitive  devient ,  comme  ci-dessus  ^ 

z:zz(^y  —  a)  (a;  —  c). 

Ayant  cette  équation   primitive   complète  ,  pour  en  tiret 
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réqoation  primitive  générale  i  on  fera 

et  on  prendra  la  dérivée  par  rapport  à  a  seul  ;  on  aura  ainsi 
le  système  des  deux  équations 

a=(jf— a)  (x  — (ça),  X— ^  +  (jf  — a)^'a=o; 

d*oii  il  faudra  éliminer  a. 

Pour  les  comparer  aux  équations  trouvées  ci-dessus  par 
la  méthode  générale  ,  il  n'y  a  qu  a  les  mettre  sous  la  forme 

7,  Z 

=  0a  ,  T — 

y 

Comme  la  quantité  a  doit  être  éliminée,  on  peut  metrre 
à  sa  place  une  quantité  quelconque.  Si  on  y  met  sa  valeur 
y — p  y  en  a  les  mêmes  équations  déjà  trouvées^  d'où  il  faut 
ensuite  éliminer  p. 

La  théorie  des  équations  à  plusieurs  variables  des  ordres 
supérieurs  au  premier,  est  encore  très-imparfaite» 

Lorsque  ces  équations  admettent  une  équation  primitive 
de  Tordre  immédiatement  inférieur  ,  on  peut  les  regarder 
comme  provenant  d*une  équation  primitive  complète  de  ce 
dernier  ordre  avec  deux  constantes  arbitraires ,  ainsi  que  nous 
Favons  démontré  pour  les  équations  du  premier  ordre  ;  et 
lorsqu'on  connut,  d'une  manière  quelconque,  cette  équation 
primitive  ,  on  peut ,  par  les  mêmes  principes ,  en  tirer  les 
équations  primitives  générales  et  singulières  ;  mais  on  sait 
que,  dès  le  second  ordre,  il  y  a  une  infinité  d'équations 
qui  ne  sont  point  susceptibles  d'une  équation  primitive  du 
premier  ordre  ,  et  qui  admettent  néanmoins  une  équation  pri- 
mitive absolue  sans  fonctions  dérivées.  Nous  n'entrerons  point 
ici  dans  ce  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin  ,  et  nous 
renvoyons  ,  pour  ce  qui  regarde  les  équations  de  Cd  genre  ^ 
aux  traités  connus  de  calcul  différentieL 
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LEÇON     VINGT-UNIÈME. 

Des  équations  de  condiùion  par  lesquelles  on 
peut  reconnaître  si  une  fonction  d'un  ordre 
quelconque  de  plusieurs  variables  ,  est  une 
/onction  dérivée  exacte.  Analogie  de  ces 
équations  avec  celles  du  problême  des  Isope<^. 
Winètres.  Histoire  de  ce  problème.  Méthode 
des  variations. 


X  O  u  T  £  fonction  d'une  seule  variable  peut  toujours  être 
regardée  comme  une  dérivée  exacte  ;  car  si  elle  n'a  pas  na- 
turellement une  fonction  primitive ,  on  peut  toujours  en  trou- 
ver une  par  les  séries ,  soit  en  résolvant  la  fonction  donnée 
en  série  de  puissances  de  la  variable ,  et  prenant  ensuite  la 
fonction  primitive  de  chaque  terme ,  soit  en  eihployant  la  série 
générale  donnée  dans  la  leçon  douzième. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une 
variable  ;  et  quoiqu'on  puisse  toujours  s'assurer,  par  les  règleà 
de  la  dérivation  des  .fonctions ,  si  une  fonction  composée  de 
différentes  fonctions  dérivées  résulte  d'une  fonction  primitive 
donnée  ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  dix-neuvième , 
il  est  souvent  difficile  de  juger  si  elle  est  une  dérivée  exacte 
d'une  fonction  quelconque  inconnue*  Cet  objet  a  occupé  les 
géomètres  presque  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel;  i)a 
ont  cherché  des  caractères  généraux  pour  reconnaître  si  une 
fonction  d'un  ordre  quelconque  peut  être  la  dérivée  exacte 
d'une  fonction  de  l'ordre  immédiateiiient  inférieur,  ou  même 

Ce 


409  CALCUL 

d*im  ordre  inférieur  quelconque.  Ce  sont  ces  caractères  qm*oxi 
connaît  dans  le  calcul  différentiel  ^  sous  les  noms  de  condi- 
tions d'intégrabilité,  et  tjvtEuler  et  Condorcet  ont  réduits  à 
des  formules  générales  et  élégantes,  qui  méritent  d'être  connues. 
Pour  trouver  ces  formules  de  la  manière  la  plus  simple, 
]e  commence  par  considérer  une  fonction  ^de  différentes  va- 
riables X,  y,  z,  etc.  et  de  leurs  dérivées ,  dans  laquelle  une 
de  ces  variables  &  et  ses  dérivées  z' ,  z",  etc. ,  ne  se  trou- 
vent partout  qu'à  la  première  dimension  ;  il  est  clair  que  la 
fonction  J^  sera  de  cette  forme 

F^:=lNz  +  Pz'  +  Qz''+Rz'+ etc., 

N,  P,   Q ,  etc.  étant  des  fonctions  de  x ,  y ,  etc.  et  dt 
leurs  dérivées  sans  z. 

Rien  n*est  plus  facile  que  de  trouver  les  conditions  néces^ 
eaires  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  une  dérivée 
exacte,  indépendamment  d'aucune  relation  entre  la  va- 
riable z  et  les  autres. 

En  effets  si  on  considère  les  fonctions  dérivées  du  produit  de 
deux  quantités  quelconques^  et  qu'on  dénote ,  conmie  nous 
l'avons  proposé  à  la  fin  de  la  leçon  deuxième ,  par  des  traits 
appliqués  aux  parenthèses,  les  fonctions  dérivées  des  quan- 
tités renfermées  dans  ces  parenthèses ,  on  a 

{jpzy  z=:  Pz' +  P'z  ; 
donc 

Pz'=(^Pzy  —P'z. 

On  a  de  la  même  manière 

Qz'  =  (  QzJ  -  QTz' 

(Yz'  =  (  Q^zy-  Ç"*  ; 
donc 

Qz'  =  (  QzJ  -  (  Q'z)'  +  Q'z. 

Oa  trouvera  pareillement 
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et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  f^,  elle  de- 
vient ,  en  ordonnant  les  termes 

+  (^PzY  —  (^Ç'zY  +(/i V  —  etc, 
+(Çfi'y— (/Tz'y+etc. 
+(ftB"y— etc. 
etc. 

Comme  tous  les  termes  de  cette  formule ,  à  l'exception  de 
ceux  de  la  première  ligne  qui  se  trouvent  multipliés  par  z  , 
sont  déjà  des  fonctions  dérivées  exactes,  il  faudra,  pour<|U8 
la  fonction  F"  soit  une  dérivée  exacte ,  que  lea  termes  multi-^ 
p]iéa  par  z,  savoir  : 

(iV— J^H-  Q"  — /i'+etc.)» 

forment  ensemble  une  fonction  dérivée  exacte. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cela  est  impossible 
tant  qu'on  n'établit  aucune  relation  entre  z  et  les  autres  variables. 
Donc  il  faudra  que  ces  termes  disparaissent  d'eux-mêmes  de 
l'expression  de  f^,  ce  qui  donnera  l'équation  de  condition 

laquelle  devra  parconséquent  être  identique  pour  que  la 
fonction  7^  puisse  avoir  en  général  une  fonction  primitive. 
Lorsque  cette  condition  aura  lieu ,  la  fonction  primitive  de  f^ 
sera  évidemment 

(P— Q'-f-Tl"-.  etc.)  2J+ (  Ç— 7î'-f  etc.)2^'+(fl— etc.)  a^-H  dtc» 

En  général ,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  cont^ 
nues  dans  la  fonction  ^^  à  Tune  d'elles  ainsi  que  seaidézi* 

a 
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\ées  sont  linéaires  ,  on  aura  toujours ,  relativement  à  cette 
variable,  la  itiême  équation  de  condition,  pour  que  la  fonc^ 
tion  ^devienne  une  fonction  dérivée  exacte ,  indépendaminent 
d*aucune  relation  entre  ces  variables. 

Après  avoir  résolu  le  cas  des  fonctions  linéaires  par  rapport 
i  Tune  des  variables  ^  nous  allons  réduire  à  ce  cas  très-simple 
la  recherche  des  équations  de  condition  pour  les  fonctions 
d'une  forme  quelconque. 

Supposons  qu'une  -fonction  ^  de  x,  ^,  y ,  y",  etc.  d'un 
ordre  quelconque ,  soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  fonc- 
tion U  de  l'ordre  immédiatement  inférieur ,  indépendanmient 
d'aucune  relation  particulière  entre  x  et  yi  il  est  clair  que 
si  dans  ces  deux  fonctions  on  substitue  à-la-fois  y-^-  a  àh 
place  de  y,  et  oonséquemment  y +  <v',  y"  +  m",  etc.,  à  la 
place  àey\  y^,  etc. ,  en  supposant  0  une  fonction  indéterminée 
de  x^  ces  fonctions  continueront  à  être  l'une  la  fonction  déri- 
vée exacte  de  l'autre ,  puisque  cette  dérivation  ne  dépend  point 
de  la  valeur  de  y.  Donc  elles  le  seront  encore  si ,  après  ces 
substitutions ,  on  les  développe  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  «,  a»',  «",  etc. 

Dénotons  par  U  la  totalité  des  termes  du    développement 
de  U^  où  les  quantités  <y,  u,  *",  etc.  ne  se    trouveront  qu'à 

la  première  dimension  ;  par  U  la  totalité  des  termes  où  ces 
quantités  formeront  deux  dimensions,  etc. 

1 
Dénotons  de  même  par  /^la  totalité  des  termes  du  dévelop- 
pement de  /^,  où  les  mêmes  quantités  «,  «',  »",  etc.  se  trouve- 

ront  à  la  première  dimension  ;  par  F'  la  totalité  des  termes  où 

ces  quantités  formeront  deux  dimensions ,  etc. 

1         A         3 
'Oni  aura  1/  -f-  V  +  î/  +  l^ -f-  etc. ,    pour  le    développe* 

ment  de  U,  et  f'-f.  ^  +  ^-(./^-f.etc.,  pour  le  dévelop- 
pement de  ^. 
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Cette  dernière  série  sera  donc  la  fonction  dérivée  exacte  dç 
la  première  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  ternie  de  Tune 
devra  être  la  fonction  dérivée  de  Tautre ,  taht  que  les  quan- 
tités û),  û)',  w",  etc.  demeureront  indéterminées  -,  car  ces  quantités 

n'étant  qu'à  la  première  dimension  dans  la  fonction  V  ^  sa 
fonction  primitive  ne  pourra  contenir  aussi  que  les  premières- 
dimensions  des  mêmes  quantités  ;  parconséquent  U  n'y  aura  qua 

le  terme  1/  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive.  Il  en  est  de 

même  des  termes  correspondans  /^  et  V  ^  où  ces.  quantités 
montent  à  la  seconde  dimension;  et  ain$l  de  j^uite.    .  . 

1 

Il  faut  donc  d*abord  qu^  la  fonction  V  soit  une  dérivée 

exacte,  indépendamment  d'aucune  relation  entre  te  y  y-  ettf. 

1 
Or ,  puisque  V  est  la  partie  du  développement  de  V  qui  ne 

contient  que  les  premières  dimensions  de»,  «',  &",  etc. ^  il 

est  clair  que  cette  fonction  ne  peut  être  que  de  la  forme 

;^z=  iV(»  4- Pu.' -fi  Ç»'' +  fi»"' 4- etc. ,. 

les  coeiRciens  iV,  -P,  Q,  etc.  étant  des  fonctions  de  or,  VV 
y\  y" y  etc. ,  sans  «.  'Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  ^ 
généralement,  parlant,   une  dérivée  exaçtç. 

On  a  donc  ici  le  cas  que  nous  venons  de  résoudre,,  et  il  es^ 
visible  qu'en  prenant  la  variable  «  à  la  place  de  z ,.  et  conser-rs 
vant  les  autres  dénominations ,  on  aura  l'équation  4e  condition 

iV—  P'  +  Q"—  «•+  etc.  =  o ,. 

laquelle  devant  avoir  ïfeu  d'elle-même  indépendamment  d*au-^ 
cune  relation  paxticuËère  entre  àp  et  y ,  devra  être  entièrement 
identique. 

CeUe  équation  ayant  lieu,  on  aura  pour  la  fonction  primW 
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I 

tîvc  de  V 

I 
C^est  parconséqaent  la  valeur  de  la  fonction  1/. 

I 
Ajrant  ainai  la  valenr  du  premier  terme  V  da  déreloppement 

de  la  fonction  primitive  l/^  on  pourra  en  déduire  les  valeurt 

a       3 

de  tous  les  termes  smvans  l/,  JJy  etc.  par  les  principes  exposés 
dans  la  leçon  dix-neuvième,  en  regardant  les  quantités  y  ^^ , 
y  y  etc.  comme  autant  de  variables  indépendantes  ;  car  si  on 
représente  la  quantité  U  par  la  fonction 

-P(-^>J^>y,/,  etc.), 
^  fonction 

aéveloppée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  qnantitéi 
t» ,  o>' ,  et' ,  etc.  deviendra 

FÇ.x,y,y,y',éto,-)+mF'  0f)4-«'  F'  C/ )+«'i^  (/)  +etc. 
-fi  <.»  F"  Cy)  +  »  •'  F'  {y,y)+i  »'•  F"  (y  )  +  etc. 

+  îV«'i^'  O)  +i  «'  »'  F"'  Cy./ )  +  etc. 
etc. 

Je  ne  renferme  ici  entre  les  crochets ,  pour  plus  de  simpli- 
cité ,  que  les  quantités  par  rapport  auxquelles  il  faut  prendre 
les  fonctions  dérivées  indiquées  par  les  accens. 

On  aura  donc  ainsi 

« 

V  =  a  F'  iy)  ■{.  «'  F'{y)-\-ar  F(y)  +  etc. 
^=5i**ir' O-)  4,«  »' ir"  (y,y  )  +  î  *'»F' Cy'>+ etc. 

L^=  ^  «»  F*  Qy)  +  i  «»  »'  F"'  (y.y )  +  etc. 
etc. 
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1 

Or  ayant  trouvé  ci-dessus  la  yaleur  de  l/,  la  comparaison 
ûes  termes  multipliés  par  et ,  ti  y  <»"  ^  etc.  jdonnera 

F' Qy)  =  JP— Ç' +  TT  — etc. 
F'(y)  =  Q  — ir  +  etc. 
F'  (y)z=/l  — etc., 
etc. 

Ayant  ainsi  les  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  chacune  des  quantités  jr^  y' i^!  9  ®*^'  *  ^^  ®^  déduira, 
par  les  règles  données ,  les  fonctions  dérivées  du  second  ordre 
et  des  suivans,  par  rapport  à  chacune  des  mêmM^antités  ;  on 

%     s 
aura  parconséquent  les  valeurs  des  termes  suivans  Z7,  U^  etc. 

du  développement  de  U.  Or  on  suppose 

^(^.J'i/^y^etcOst^, 
et 

F(x,^+«,y+«',/  +  «^etc.)=r:tr4.î/+^+Z7,etc. 

Ainsi  on  aura 

F(x,jr+«,y+*',y4.i/,etc.)^F(a:,^,y,y,etc.) 

=  LT  4-  L^  +  1/  +  etc. 

Parconséquent  la  différence  des  deux  fonctions 

^(^>  J'H-»!  y +  »'*  etc)  et  i^(x,  j,y,  etô.)  sera  donnée 
au  moins  par  les  séries. 

Représentons  maintenant  par 

/C*,J',y>/,e^) 

la  fonction  proposée  V  dont  on  a  supposé  ((ue  U  ovl 

^(^^%y>  y i  y" >  etc.)  est  la  fonction  primitive,  on  aura 
P  i^j  y+f^>y i  +  »'>  y  +  »*j  ^tc.  )  pour  la  fonction 
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primitive   àe  f(^x  fy-i-ct^  y +» ,  y" -^a," ,  etc^,   donc  la 

fonction  primitive  de , 

/(x,^ +  a.,y +»^/  +  a,\  etc.)— /(x,jy,y,y, etc.) 
sera  donnée. 

De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  ^  il  suit  : 

1**.  Qu'une  fonction  quelconque  de|la  formef(^3ç,y^y,y,  etc.) 
ne  peut  avoir  une  fonction  primitive ,  indépendamment  d'au^* 
cune  relation  entre  x  ety^  k  moins  que  Téquation  de  condition 

AT  —  JP*  +  Ç''  —  /r  +  etc.  =  o, 

trouvée  cinlessus^  nait  lieu  d'elle-même, 

s*".  Que  toutes  les  fois  que  cette  équation  ayra  lieu  ^  U 
fonction 

/(x,j^  +  «,y  +  «',/  +  «\etc.)--/(x,jr,y,y',etc.) 

aura  nécessairement  une  fonction  primitive ,  quelle  que  soit 
la,  valeur  de  o. 

Faisons  maintenant  w  =  — y ,  la  fonction , 

/(^>  >'  +  û>>y+ û)',y +  »**,  etc.)  se  réduira  à/(x),  et 
aura  parconséquent  toujours  une  fonction  primitive ,  puisqu'elle 
ne  contiendra  plus  qu'une  variable.  Donc  aussi  la  fonction 
/(x,y,y,y,  etc.)  aura  nécess^ement  une  fonction  primitive. 

Or  ayant  supposé  que 

Na  +  Pa,'  +  Çcà"  +  Rj,"  +  etc. 

sont  les  premiers  termes  du  développement  4e  la  fonction^  prot 
posée  p^y  lorsqu'on  y  augmente^  de  <a  ,y  de  »'  ,y  de  o»"^  etc. , 
c'est-à-dire  de  la  fonctiony(x,j'-f-û),  y'  +  »',y  +©%  etc.), 
il  est  visible  qu'on  aura ,  en  conservant  la  notation  adoptée  , 

^=f  (j),P=f  C/).  Q-f  Cy'O.  R=f  Cy'')etc. 

pesorte  que  l'équation  de  condition  deviendra 
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Cette  formule  est  la  même ,  à  la  notation  près  >  que  celle 
quEuler  avait  trouvée  d'abord  par  une  méthode  indirecte^ 
tirée  de  la  considération  de  maximis  et  minimis  ^  et  .qiie 
Condprcet  a  ensuite  démontrée  dans  son  Calcul  intégrale  Nous 
venons  de  prouver  non-  seuleinent  que  la  fonction  proposée  ne 
peut  être  ime  fonction  dérivée  exacte ,  à  moins  que  l'équation 
de  condition  n*ait  lieu ,  conmie  Euler  et  Condorcet  l'avaient 
trouvée ,  mais  encore  que  si  cette  équation  a  lieu  y  la  fonction 
sera  nécessairement  une  dérivée  exacte ,  ce  qui  restait ,  ce  me 
semble ,  à  démontrer  ;  car  la  démonstration  qu'on  en  trouve 
dans  le  tome  XV  des  Noui  Commentarii\  de  Pétersbourg,  est 
si  compliquée ,  qu'il  est  dif&cile  de  juger  de  sa  justesse  et  de  sa 
généralité. 

Si  la  fonction  proposée  contenait  non-seulement  les  variable^ 
jp,  y  avec  les  dérivées  y,  y"  y  etc.,  mais  de  plus  une  autre 
variable  z ,  fonction  indéterminée  de  x  avec  ses  dérivées  z' , 
z^ y  etc.,  on  ferait,  par  rapport  à  cette  dernière  variable,  des 
raisdnnemens  et  des  opérations  semblables  à  celles  qu'on  a 
faites  relativement  à  la  variable  y  y  et  on  parviendrait  à  une 
équation  de  condition  pour  Zy  entièrement  analogue  à  celle 
qu'on  a  trouvée  pour  y. 

Ainsi  pour  qu'une  fonction  quelconque  de  la  forme 

/(^>y  >/>  etc.  Zy  z' y  z\  etc.) 

soit  une  fonction  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  l'ordre  in- 
férieur ,  indépendamment  d'aucune  relation  particulière  entre 
^  et  Zj,  on  aura  les  deux  équations  de  condition 

/  (y)  - 1/  (/)]'  +  [J'  0'")3'-Cf  0'-)]-+etc.=o, 

/' (o  -  cf  (*')]'+ cf  (*")3"-(y'(0]"+ etc. =0. 

Et  réciproquement  ces  deux  équations  ayant  lieu  d'elles- 
mêmes  ,  on  sera  assuré  que  la  fonction  proposée  est  une  déri- 
yée  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions  y  et  2, 
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H  se  présente  ici^  ayant  d'aller  plus  loin  ^  une  remarque  im- 
portante à  faire. 

Lorsqu'on  a  cherché  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
fonction  donnée  de  ^f  yi  y  f  y"  i  etc.  soit  d'elle-même  une 
fonction  dérivée  exacte^  on  a  regardé^  comme  vme  fonction 
de  X  y  mais  inconnue  ;  c'est  pourquoi  on  a  supposé  que  la  fonc- 
tion donnée  ne  contenait  point  les  dérivées  x'^x"  y  etc.  de  la 
variable  jr;  car,  suivant  les  principes  de  la  leçon  septième^ 
lorsque  x  est  la  variable  principale  dont  les  autres  sont  fonc- 
tions ,  on  peut  faire  a/  =  i  ,  et  parconséquent  x"  =  o , 
afz=zOj  etc. 

*  Cependant  si ,  pour  plus  de  généralité,  on  veut  regarder  (ce 
qui  est  toujours  permis  et  ce  qui  a  lieu  surtout  dans  les  pro-. 
blêmes  de  Mécanique)  les  variables  x  et  y  comme  fonctions 
d'une  troisième  variable  t ,  alors  toute  fonction  dérivée  d'im 
ordre  quelconque  de  deux  variables  x ,  y,  devra  contenir  éga- 
lement les  dérivées  de  ces  deux  variables;  et  nous  avons  donné , 
dans  la  leçon  citée ,  les  transformations  nécessaires  pour  intro- 
duire les  dérivées  de  x  dans  une  fonction  où  l'on  a  supposé 
x'  =  1 .  Il  faut  seulement  observer  que  lorsque  la  fonction 
est  censée  être  une  fonction  dérivée  d*une  autre  fonction  des 
mêmes  variables,  il  faut  de  plus  la  multiplier  par  a/.  Car  si  V 
est  une  fonction  de  x,  ^,y ,  y ,  etc. ,  où  l'on  a  fait  a/  =  i , 
laquelle  doive  être  une  fonction  dérivée  d*une  autre  fonction 
U  y  on  aura  par  l'hypothèse  V  z=:,V\  et  pour  détruire  la  sup- 
position de  a/  =  1 ,  il  faudra  substituer  à  la  place  des  fonctions 

primes  y',  U'  les  valeurs  î^,  —7  -,  à  la  place  de  la  fonction  se- 

X      ^c 

.,(0 

conde  j'"  la  quantité  •— ^ — ,  et  ainsi  des  fonctions  des  ordres 
supérieurs ,  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  septième  ;  ainâ  on 
fliura  ^  =;  V,  et  de  là  U  z=  Vtx!. 

X 
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Maintenant^  si  on  considère  une  fonction  quelconque  de  or, 
y  y  ocf  y  y  ^  x" ,  y"  y  etc.,  et  qu'on  demande  les  conditiona 
nécessaires  pour  que  cette  fonction  soit  une  fonction  dérivée 
exacte;  en  représentant  cette  fonction  par 

/(x,  x'  ,x\  etc.  y, / ,  / ,  etc. ; 
et  faisant^  pour  abréger, 

X=f  (x)  -  [f  (x')  T  +  Lf  (x*)]»  -  etc. 

r=/  iy)-\j'  c/)  J  +  Cf  Cy"  )  3" -- etc. 

on  aura  ,  par  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut,  si  les  deux  varia- 
bles 07  et  j^  sont  regardées  comme  indépendantes ,  les  deux 
équations  -Y  =  o  et  F  =  o ,  qui  devront  avoir  lieu  à-la-fois. 

Mais  si  y  doit  être  une  fonction  de  x,  alors  en  substituant 
p  X  pour  y  et  les  dérivées  de  ^  Xy  savoir ,  x'  qf  x^  x"  p'  x 
^  xf^  (f  X  y  etc.  pour  y,  y*"  ^  etc.,  il  faudra  que  la  fonction 
proposée  devienne  simplement  de  la  forme  x^  F  Xy  coimne  si 
on  y  faisait  a/  =  i .  Ainsi  si  on  met  dans  cette  fonction  x  +  5 
à  la  place  de  x ,  et  qu'on  développe ,  en  ne  tenant  compte  que 
des  premières  dimensions  de  ^,  elle  deviendra 

a/  Fx+i^  Fx  +  x'^F'  X, 

où  l'on  voit  (jue  les  termes  qui  contiennent  |,  forment  ensemble 
une  fonction  dérivée,  dont  la  primitive  est  |  F  x  y  quelle  que 
soit  la  valeur  de  ^. 

Je  conclus  de  là  que  si ,  dans  la  fonction  proposée  oh  y  est 
censé  fonction  de  a: ,  on  substitue  aussi  i:  +  ^  à  la  pilaoe  de  x , 
et  qu'on  développe  suivant  ^ ,  les  termes  qui  ne  contiendront 
que  la  première  dimension  de  Ç  et  de  ses  dérivées ,  devront  for- 
mer ensemble  une  fonction  dérivée  exacte ,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  ^.  Or  y  étant  ^  x,  il  deviendra  par  la  substitution 
de  a:  +  ^  à  la  place  de  x,  ^  x  +  g  ^'  a: ,  en  nel  tenant  compta 
que  de  la  première  dimension  de  §;  donc  à  on  fait  poQr  abré^ 
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^Çi'  x=:cdyïl  faudra  mettre  jr  -|-  »  à  la  place  de^ ,  tandis  quon 
met  X  -f-  ^  À  la  place  de  x. 

Par  ces  substitutions  et  les  développemens ,  les  termes  de 
la  fonction  proposée  qui  ne  contiendront  que  les  premières 
dimensions  de  ^,  se  trouveront  représentés  par 

?/ (X)  +  i'/ (^)  +  i'f  (^')  +  etc. 
+  •/  Cy)  +  «'/ (y  )  +  «T  (/)  +  etc. ; 

et,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  cette  leçon ,  pour  que 
ces  termes  forment  une  dérivée  exacte^  il  faudra  que  la. 
quantité 

(f  ( *) -- Lf  (*' )  T  +  Cf  C^")  3' -  etc.  )  s 

+c/'(y)-cf  (y)j  +  [:f  (/)r-etc)* 

8oit  elle-même  une  dérivée  exacte. 

Cette  quantité  est  la  même  chose  que  X^.+  Vo»]  donc  en 
mettant  pour  t»  sa  valeur  ^  ^'  a: ,  elle  devient  (X4-  I^f'^  )  ^  ; 
€t  il  est  visible  qu'elle  ne  peut  être  une  dérivée  exacte ,  indé^ 
pendamment  de  la  valeur  de  ^ ,  qui  doit  demeurer  arbitraire  ; 
donc  il  faudra  que  cette  quantité  s* évanouisse  d* elle-même ,  et 
parconséquent  qu'on  ait  l'équation  identique  X+Yç>'  x.  Mais 
y  étant  ^x,  on  a  en  général  y  =a/^'x.  Donc,  substituant 
cette  valeur  de  ç'  Xj,  on  aura  nécessairement  l'équation  idea-^ 
tique 

Xx'  +  Yy  =  G. 

# 

Il  suit  de  là  que  l'équation  de  condition  X  =  o,  qu*on 
aurait  par  la  considération  de  la  variable  x  et  de  ses  dérivées  y 
sera  identique  avec  l'équation  de  condition  F=o,  qui  se  rap- 
porte à  la  variable^;  -car  faisant  X=:o  dans  l'équation  précé^ 
dente ^  on  a  nécessairement  Frso, 

On  prouvem  de  la  même  manière  que,  pour  une  fonction 
composée  des  trois  variables  x,  yyz  et  de  leurs  dérivées ,  on 
jurait  réquation  identique 
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en  supposant 

z=/ (i)  -  [/(a')T  +  tf  (s'DT-Cf  (03"+«tc; 

Desofte  que,  dans  ce  cas^  l'équation  de  condition  X=:o serait 
comprise  dans  les  deux  équation»  K=o,  et  Z==o. 

Ainsi  On  pourra  toujours ,  dans  la  question  présente ,  se  dis- 
penser d'avoir  égard  aux  dérivées  de  la  variable  principale^  et 
à  l'équation  de  condition  qui  en  résulterait. 

Si  on  voulait  que  la  fonction  F'  fût  une  dérivée  exacte  du 
second  ordre ,  il  faudrait  de  plus  que  la  fonction  primitive  de 

f^^  c'est-à-dire  la  fonction   U  ^  fût  elle-même  une  dérivé» 
exacte.    Or  on  a 

en  supposant^  pour  abréger^ 

p=P— Q'  +  fl"— etc.,7=Ç— il'  +  etc.,r=:iR— etc.,etc.; 
et  il  est  facile  de  trouver,  par  les  mêmes  procédés  qu'on  a  em-* 

ployés  pour  la  fonction  /^,  que  la  condition  nécessaire  pour 

1 
que  la  fonction  U  soit  considérée  exacte ,  indépendamment  d« 

la  valeur  de  & ,  est  renfermée  dans  l'équadon 

« 

P  —  7'  +  ^"  —  «te.  =  o  ; 

r 

laquelle  en  remettant  pour  p ,    7 ,  ^ ,    etc.  leurs   valeurs  / 
devient 

/>  —  a  Q'  +  3  /î"  —  etc.  =  o. 

Donc ,  pour  qu'une  fonction  de  la  forme /"( x  ,^  ,y  ,jr^,  etc.) 
«oit  une  fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre ,  c'est-à-dire  > 
une  fonction  dérivée  d'une  fonction  dérivée^  Indépendamment 
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d'aucune  relation  particulière  entre  x  ety^  on  aura,  relatiye- 
ment  èiy,  outre  la  première  équation  de  condition ,  celle-ci  : 

Et  Ton  aurait  une  pareille  équation  relatîrement  a  z ,  ai  la 
fonction  proposée  contenait  aussi  z,z  ,  z' ,  etc. 

On  trouverait  de  même  ^' pour  que  la  proposée  fut  une  fonc- 
tion dérivée  du  troisième  ordre ,  cette  troisième  équation  de 
condition^  relativement  à  y  : 

/  Cy')  -  3Cr  (/)  J+ 6  [/ (y")  J  -  etc.  =  o; 

et  ainsi  de  suite. 

Enfin, si  on  suppose  qu'on  n'ait, pour  la  détermination  d'une 
fonction  u ,  qu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  entre  u ,  x 
et  y  et  les  fonctions  dérivées  u  ,  u" ,  etc.  ,y  y  y,  etc.  de  u  et 
dey ,  et  qu'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  u 
soit  une  fonction  de  x,^,^,^,  etc. ,  indépendamment  d'au- 
cune relation  entre  x  et  y\  le  problème  pourra  encore  se  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes ,  et  en  suivant  la  même  méthode. 

Soit  7^=0  l'équation  donnée,  dans  laquelle  on  suppose  que 
Il  est  une  fonction  âe  x,y  ^y" ,  etc.  :  si  on  met  partout  y  -j-o» 
à  la  place  de^ ,  et  parconséquent  ^  ^  a^^y"  ^  J\  etc.  à  la 
place  diey^y^y  etc.  la  quantité  où  étant  supposée,  comme  ci- 
dessus,  une  fonction  indéterminée  de  x,  et  qu'on  développe 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a ,  c»' ,  «'' ,  etc. ,  la  fonc- 
tion ^deviendra,  comme  plus  haut, 

^+^+>^+A,  etc. 
et  l'on  aura  les  équations  particulières 

/^=o,  ^=0,  ^=0,  etc. 
Car  si  on  imagine  qu'on  m^tte  dans  V,k\^  place  de  usa  valeor , 
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enx,^,j^',y',  etc.  V  équation  7^=  o  deviendra  identique; 
donc  l'identité  subsistera  aussi  après  la  substitution  dey^cù , 
j/  -f-  »',  y  +  o"  etc.  pour^ ,  y ,  y" ,  etc. ,  et  le  développe- 
ment suivant  «,  ©',  «",  etc.  ;  et  comme  ces  dernières  quantités 
sont  supposées  indépendantes  de  x  ety ,  il  est  visible  que  chaque 


1       a. 


terme  /^  /^  etc.  qui  contient  les  mêmes  dimensions  de  «,  r/,  &', 
etc.  devra  être  identiquement  nul  dans  Téquation  développée 

r+  F+  r+  V+  etc.  =o. 
Représentons  la  fonction  1^  par 

/(u,  u',  vT  ,  etc.,  X,  j^,y ,/,  etc.). 


a 


et  dénotons  par  «,  «,  etc.  les  difFérens  termes  du  développe- 
ment de  la  fonction  u ,  dans  lesquels  les  quantités  e»,  c/ ,  &" ,  etc« 
forment  ensemble  une  dimension  ou  deux,  etc.  Nous  aurons, 
niivant  la  notation  adoptée, 

r=  if  (u)  +  i'f  («')  +  û"  f{,u')-\.  etc. 

+  •/  (y)  +  »'f  (y  )  +  «"T  Cy")  +  etc. 

Or  il  est  visible  que  la  fonction  u  ne  peut  être  que  de  la  forme 

M  =r  iVft)  +  Pe/  4-  Qa"  +  etc. 

Ny  P,  Ç,  etc.  étant  des  fonctions  de  œ, y,y ,  etc.  De  là, 
en  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  x,  on  aura  les  va- 

1      1 
1  eurs  de  v! ^u\  etc.  ;  savoir, 

i'  =  W<^  +  {N^P)  «'  +  (P  +  Ç')  «'^  +  etc. 
etp. 
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I 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Texpression  de  Vy  Téqua- 

tion  K'='0  devra  avoir  lieu  indépendamment  des  quaittités 
Oyt/ ytn"  y  etc.  qui  doivent  demeurer  indéterminées;  donc  éga- 
lant à  zéro  les  multiplicateurs  de  chacune  de  ces  quantités ,  on 
aura  l'es  équations 

i^Cy)  +  ^/(")+^Y(^')+A^/Ci*'^)  +  etc.  =  o, 
/(y)+^/("')+(A^+n/(O+(aiV+/>")/(u")+etc.=0, 

etc.; 

d'où  il  faudra  éliminer  les  quantités  inconnues  N,  Py  Ç ,  etc.  : 
il  restera  nécessairement  une  ou  plusieurs  équations  qui  seront 
les  équations  de  condition  cherchées.  Car  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  de  ces  quantités  ne  doit  jamais  surpasser  celui 
des  quantités^,  j^, y,  etc.,  diminué  du  nombre  des  quan- 
tités u  y  u" ,  etc. ,  puisque  dans  Téquation  proposée  la  plus 
haute  fonction  dérivée  de  u  ne  peut  contenir  de  fonctions  dé- 
rivées âey,  plus  hautes  que  Celles  qui  se  trouvent  dans  la  même 
équation. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  Téquation  soit  de  la  forme 
fiuyu'yx^yyfyy")  =  0, 
on  fera  ici  simplement 


1 


et  Ton  aura  les  trois  équations 

/'  (/)  +  Pf  (»')  =  o. 
La  dernière  donnera  P,  la  seconde  donnera  iV,  et  la  pre- 


\ 


miere 


DES     FONCTIONS.  4^7 

nière  donnera ,  par  la  substitution  des  valeurs  de  N  et  de  N' , 
l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que  la  quantité  u  dans 
l'équation  proposée  puisse  être  une  fonction  de  Jt,  J',^»,  indé- 
pendamment d'aucune  relation  entre  x  et  y. 

On  peut  étendre  la  méthode  de  ce  problême  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  et  d'équations. 

Montrons  maintenant ,  par  quelques  exemples ,  l'usage  des 
équations  de  condition  dont  nous  venons  de  donner  la  théorie  ; 
et  d'abord  ne  considérons  qu'une  fonction  du  premier  ordre 
de  laforme/(x,jr,y  )  ;  l'équation  de  condition  pour  qu'elle 
soit  une  dérivée  exacte  ^  sera 

f  0')-Cf  (/)]'  =  o- 

Pour  que  cette  équation  puisse  être  identique  y  il  faut  que  le 
second  terme  ne  contienne  pas  de  fonctions  dérivées  de  y  plus 
hautes  que  le  premier  terme  f  Qy);  or  celui-ci  ne  peut  con- 
tenir que  la  fonction  y'  ;  donc  il  faudra  que  l'expression^^  (/)* 
dont  la  fonction  dérivée  forme  le  second  terme  ,  ne  contienne 
pas  y\  autrement  il  entrerait  y"  dans  le  second  terme.  Il 
suit  de  là  que  la  fonction  proposée  ne  peut  être  que  de  la 
forme 

En  la  représentant  par^ (  x  ^y  ^  y\^  et  prenant  les  dérivées 
relatives  à  j' et  ày ,  on  aura 

/  (y)  =^  (y)  +y  ((,'  iy),f  (/)  =9{.x,y). 

Ainsi  l'équation  de  condition  sera 

mais 

♦'  ( a:,  ^)  =  <|>' («) +y  f' O  )  ; 

donc  l'équation  sa  réduit  i 

Dd 
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comme  nous  Tayons  trouvé  par  une  autre  voie ,  dans  la  le- 
çon  XIX. 

La  fonction  proposée,  en  n'y   faisant  plus  ar'=i^   aurait 
eu  la  forme 

et  l'on  aurait  eu,  relativement  à  x,  l'équation  de  condition 

laquelle  devient 

x'  ^'  (X)  +y  <p'  (X)  -^  (x,jy)  =o; 
mais 

V  {x,y)  =  a/^(x)  +y  ^'  cy); 

donc 
savoir , 

comme  auparavant. 

Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  du  second  ordre  et 
de  la  forme  f{x,  y ,  y ,  y"  )  -  Téquation  de  condition  pour 
qu'elle  soit  une  dérivée  exacte ,  sera 

n  est  d'abord  évident  que  pour  que  cette  équation  puisse 

être  identique,  il  faut  que  la  valeur  de  f^  Qy")  ne  contienne 

point  y';  autrement  la  valeur  de  [/^  Çy")']"  contiendrait  j'»^  ; 

et  comme  les  termes  précédens  ne  peuvent  contenir  que  y ,  y\ 

y\^\  le  terme  contejiaût  j'*^  ne  serait  pas  détruit* 
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La  fonction  proposée  ne  pourra  donc  être  que  de  la  forme 

On  aura  ainsi ,  en  la  comparant  à  la  forme  générale 

et  l'équation  de  condition  deviendra 

Or, 

donc 

Par  cette  substitution ,  Véquation  de  condition  deviendra 

^'  Cy)  +y'¥  Cy)  -  C*'  iy')  T+C<p'  (^)T+Cy'<^'  (y)  J=o. 

Supposons^  pour  abréger, 

la  caractéristique  ^  dénotant  une  fonction  connue  de  oc^y^  y  y 
puisqu'on  effet  cette  expression  ne  contient  que  les  trois  quan^ 
tités  Xy  y  y  y  \  on  aura  l'équation 

^' (j') +y  <^' (j')  +  ♦' (a=,j',y  )  =0; 

mais 

«'(^.j'^y  )=*'  (X)  +y  4.'(^)  +y  ♦'  o'); 

donc  l'équation  de  condition  se  réduira  à 

Y'  (j)  +  ♦'  (X)  4-y  *''  (»  +/  C  <î''  Cy) +*'(/)  3 = »% 

a 
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Or  il  est  vimble  qne  la  quantité  y  n'entre  point  dans  les 
fonctions  dérivées  suivant  x  et  jr ,  puisqu'elle  n'entre  point  dans 
les  fonctions  primitives  représentées  par  les  caractéristiques 
'^ ,  9  et  ^f  donc ,  pour  que  l'équation  puisse  être  identique , 
il  faudra  que  les  termes  multipliés  par  y"  disparaissent  ;  par- 
conséquent  réquation  de  condition  se  partagera  en  ces  deux-ci  : 

tpà  devront  avoir  lien  séparément  pour  que  la  fonction  propo- 
sée soit  une  dérivée  exacte. 

Supposons,  pour  donner  un  exemple  particulier,  que  cette 
fonction  soit 

y      r       y  ' 

•n  aura  ici  *^  (x,^,y)  =  ^-— ^X_,  et  (f  (x,  j',y)=^. 
De  là  on  tirera 

¥  i^)  = 'y  ¥  (.y)  =  -  ^Zf 

, . 1     xy     1     axy xy 

♦'  W=^,  ♦'  Cy)  =  -  ^',  *'  (y)  =^. 

Jûosi  les  deux  équations  de  condition  deviendront 
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y     j^    y     y  ~  * 

qui  se  vérifient,  comme  l'on  voit ,  d'elles-mêmes.  En  effet ^ 
la  fonction  proposée  est  la  dérivée  de  — ^. 

y  ^ 

En  général^  il  est  facile  de  prouver  que  l'équation  de  con-« 
dition 

y" (y)  -  c/ cy)  T + nr  (y )  r  -  etc.  =:  <i 

ne  saurait  être  identique  y  à  moins  que  la  plus  haute  des  fonc- 
tions dérivées  ^  y  y"  y  etc.  qui  entrera  dans  la  fonction  pro- 
posée f  (^^ ^y  i  y  ^y" i  etc.  )  n'y  soit  qu'à  la  première  dimen- 
,sion  y  afin  qu'elle  puisse  disparaître  dans  la  fonction  dérivée  qu'on 
prendra  relativement  à  cette  même  dérivée  de  y.  D'où  il  suit 
que  si  la  fonction  proposée  est  de  l'ordre  n ,  elle  ne  pourra  être 
une  fonction  dérivée  exacte ,  à  moins  qu'elle  ne  soit  de  la  forme 

Ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu^  nous  avons  vu  dans  la  leçon 
treizième. 

Ensuite  on  peut  aussi  prouver  que ,  de  même  que  pour  les 
fonctions  du  second  ordre ,  l'équation  de  condition  se  décom- 
pose en  deux ,  qui  doivent  avoir  lieu  à-la-fois  :  pour  les  fonc-* 
tions  du  troisième  ordre  y  elle  se  décomposera  en  trois  ;  et  pour 
les  fonctions  du  quatrième  ordre,  elle  se  décomposera  en  quatre; 
et  ainsi  de  suite. 

Enfin  pour  donner  aussi  un  exemple  d'une  fonction  dépen*-» 
dante  d'une  équation ,,  nous  prendrons  Féquation 

u'  —  -*•  (u,  x,y)—y  9  (u,  3P,  y)  =  o> 

3 


4aa  CALCUL 

et  nous  chercherons  les  condidons  nécessaires  pour  que  la  fonc 
tion  u  soit  une  fonction  de  x  et  y. 

En  comparant  cette  équation  à  la  forme  générale 

on  aura 

f(^u,u\x,y,y)z=zu'  —  '^(^u,x,y)'^y9iu,x,y}i 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs  : 

/'(u)  =  -*'(«)-y^'(u),f  (u')  =  i. 

Comme  la  fonction  ne  contient  point  ^^,  on  aura 

et  la  dernière  des  trois  équations  de  condition  trouvées  ci-dessus 
pour  le  cas  dont  il  8*agit ,  donnera  sur-le-^hamp  P=:o;  ce  qui 
réduira  les  deux  premières  à 

_  V(y)  -y<p'  (y)  _7V(^  (a)  +y  <p'  (u)  )  +iV^=o, 

—  (p  {u,x,yy  +N=o, 

IjSl  dernière  donne 

donc  substituant  dans  la  première ,  et  changeant  les  signes  ^ 
on  aura 

—  (p'(u,  x,y)  =o. 
Hais 

tX  1^  proposée  donnée. 


DES      FONCTIONS.  4^3 

donc  y  faisant  ces  substitutions ,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit , 
on  aura  cette  équation  de  condition 

qui  est  la  même,  en  changeant  u  en  z,  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  directement  dans  la  leçon  XIX ,  pour  que  1* équa- 
tion dérivée  à  trois  variables^  puisse  admettre  une  équation  pri- 
mitive entre  ces  variables. 

Le  problême  que  nous  venons  de  résoudre  sur  les  équations 
de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  donnée 
de  plusieurs  variables  et  de  leurs  dérivées,  ait  une  fonction  pri- 
mitive indépendamment  d'aucune  relation  entre  ces  variables , 
a  une  connexion  intime  avec  un  autre  problême  plus  important  ^ 
qui  a  exercé  les  géomètres  pendant  près  d'un  siècle.  C'est  le 
fameux  problême  des  isoperimètres ,  qui ,  pris  dans  toute  son 
extension,  consiste  à  trouver  les  équations  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  variables ,  pour  que  la  fonction  primitive  inconnue 
d'une  fonction  donnée  de  ces  variables  et  de  leurs  dérivées  , 
devienne  un  maximum  ou  un  minimum. 

Les  mêmes  formules  d'équations  résolvent  les  deux  pro- 
blêmes, mais  avec  cette  différence  que,  pour  le  premier, 
les  équations  doivent  être  identiques,  et  se  vérifier  d'elles- 
mêmes*,  au  lieu  que  dans  le  dernier  problème,  elles  de- 
viennent les  équations  nécessaires  entre  les  variables  pour  l'exil* 
tence  du  maximum  ou  du  minimum. 

On  verra  la  raison  de  cette  identité  des  résultats  par  l'ana- 
lyse que  nous  allons  donner  du  problème  des  isoperimètres. 
Mais  nous  commencerons  par  une  histoire  succincte  des  dif- 
férentes tentatives  que  les  géomètres  du  dernier  siècle  ont  faite^^ 
pour  parvenir  à  une  solution  générale  de  ce  problême  ,  et  qui 
ont  conduit  par  degrés  à  la  méthode  connue  sous  le  nom  de 
Calcul  des  variations, 
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Les  questions  de  maximis  et  minimis  n*ont  pas  été  inconnue* 
aux  anciens  géomètres;  car  on  a  un  livre  entier  i^ Apollonius ^ 
qui  traite  presqu'uniqueinent  des  plus  grandes  et  des  plus  petite» 
ligneei  droites  qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés  aux 
arcs  des  sections  coniques. 

La  méthode  S  Apollonius  se  réduit  simplement  à  prouver 
que  toute  autre  droite  menée  du  même  point  à  la  section  co-» 
nique,  serait  plus  petite  dans  le  cas  du  nuucimum^  et  plus 
grande  dans  le  cas  du  minimum ,  que  celle  qu*il  a  déterminée  ; 
et  cette  méthode  a  été  suivie  par  tous  ceux  qui  ^  après  lui ,  ont 
cherché  à  résoudre  ^  par  la  simple  géométrie  ^  des  probléineS' 
relatifs  aux  maxima  et  aux  minima^ 

Fermât  est  le  premier,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon 
dix-huitième ,  qui  ait  donné ,  pour  la  solution  des  problèmes 
de  ce  genre ,  une  méthode  directe  et  analytique ,  que  l'algo- 
rithme du  calcul  différentiel  a  ensuite  simplifiée  et  généralisée  ; 
elle  se  réduit,  comme  Ton  sait,  à  égaler  à  zéro  la  différentielle 
ou  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum ,  en  regardant  comme  variable  l'inconnue  par 
rapport  à  laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  ;  et  nous  avons  exposé  ailleurs  (  Theo*^ 
rie  des  Fonctions)  les  principes  et  la  marche  de  cette  méthode 
considérée  dans  toute  sa  généralité. 

On  peut  dire  que  c'est  à  la  considération  des  courbes  qu'on 
doit  les  principales  méthodes  de  l'analyse.  La  détermination 
des  plus  grandes  et  des  ptu«  petites  ordonnées  dans  les  lignes  et 
dans  les  surfaces  courbes ,  avait  donné  naissance  aux  questions 
de  maximis  et  minimis ,  dont  nous  venons  de  parler  ;  mais  on 
s'éleva  bientôt  à  d&s  problèmes  d'un  genre  nouveau  et  beau- 
coup plu5  didicile.  Il  s'agissait  de  trouver  les  courbes  mêmes 
dans  lesquelles  des  quantités  dépendantes  de  toute  l'étendue 
dv>  la  cojirbe  cherchée,  prise  entre  des  limites  données,  fussent 
un  m-aximum  ou  un  minimum  ^  par  rapport  à  toutes  les  autres 
courbes  possibles -,  comme,  par  exeniplç,  la  courbe  qui  ren.^ 


D  E  s    F  O  N  c~ï-i  a  N  8^  4a5 

ferme  le  plus  grand  espace  suivant  des  conditions  données,  ou 
qui  produit ,  par  sa  révolution ,  le  plus  grand  solide  entre  dei 
limites  données,  etc.  ;  mais  c'est  la  mécanique  qui  a  fourni  les 
premiers  probl;^mes  de  ce  nouveau  genre.  Newton  a  cherché 
Je  premier  la  courbe  qui ,  en  tournant  autour  de  son  axe ,  pro-» 
duit  le  solide  qui  étant  mu  dans  un  fluide  suivant  la  direction 
de  son  axe ,  éprouve  la  moindre  résistance  possible ,  et  il  a 
donné ,  sans  démonstration ,  une  proportion  qui  suffit  pour  cons- 
truire la  courbe  par  les  tangentes,  et  qui  en  est  comme  Téqua^ 
tion  différentielle. 

Mais  c'est  proprement  du  fameux  problême  de  la  brachysto- 
chrone ,  ou  ligne  de  la  plus  vite-descente ,  proposé  en  i  G^S ,  par 
Jean  Bernoulli ,  que  date  la  découverte  d'une  analyse  propre 
à  ces  sortes  de  recherches. 

Suivant  l'esprit  du  calcul  différentiel  qui  suppose  les  courbes 
formées  d'une  infinité  de  droites  infiniment  petites,  on  consi- 
dère deux  côtés  contigus  de  la  courbe  cherchée,  et  on  déter- 
mine leur  position  respective ,  de  manière  que  là  quantité  pro- 
posée devienne  un  maximum  ou  un  minimum,  ^  en  ne  faisant 
varier  que  l'ordonnée  qui  répond  à  l'angle  formé  par  ces  deux 
côtés.  De  cette  manière ,  le  problême  rentre  dans  l'ancien  genre, 
et  la  difficulté  ne  consiste  plus  qu'à  ramener  le  résultat  de  la 
solution  à  la  forme  différentielle.  C'est  ainsi  qu'on  a  trouvé 
d'abord  que  la  courbe  de  la  plus  vîte-descente  doit  être  telle 
que  le  sinus  de  l'angle  qu'un  de  ses  côtés  quelconques  infini- 
ment petits  fait  avec  la  verticale,  soit  proportionnel  à  la  vitesse, 
laquelle  est  comme  la  racine  carrée  de  la  hauteur  d'où  le  corps 
est  parti;  et  cette  proportion  réduite  en  équation  différen- 
tielle, donne  la  cicloïdei  On  a  trouvé  de  la  même  manière 
que  le  solide  rond  de  la  moindre  résistance ,  est  formé  par  une 
courbe  qui  a  la  propriété  énoncée  par  Newton,  dans  le  scholîe 
de  la  proposition  XXXV  de  la  seconde  partie  de  ses  Principes^ 
On  a  appUqué  ensuite  la  même  méthode  à  des  problèmes  plus 
compKquéS;,  tel  que  celui  des  isoperimètres.,.  où  il  s'agissait  do 
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trouver  entre  toutes  les  courbes  possibles  qui  ont  le  même  pè*- 
rimètre  ou  la  même  longueur ,  celles  qui^  entre  des  linûtei 
données,  renfermaient  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  espaces, 
où  y  en  faisant  une  révolution  autour  de  leurs  axes ,  produi- 
saient les  plus  grandes  ou  les  plus  petites  superficies  «  ou  les 
plus  grands  et  les  plus  petits  solides ,  ou  enfin  une  courbe  telle 
<jaen  construisant  sur  son  axe  une  seconde  courbe  dont  les  or- 
données soient  des  fonctions  quelconques  des  ordonnées  et  des 
arcs  de  celle-là.  Taire  de  la  seconde  courbe  forme  un  maxi-' 
tnum  ouxm  minimum;  et  les  difficultés  de  ces  problèmes,  jointes 
à  la  célébrité  que  les  recherches  des  deux  frères  BemoulUy  de 
Tailor  et  àHEuler  lui  acquirent,,  ont  fait  donner  en  général 
le  nom  d*isoperimètres  à  tous  les  problèmes  dans  lesquels  il 
5*agit  de  trouver  des  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété 
de  maximum  ou  minimum ,  avec  ou  sans  la  condition  de  Féga* 
lité  des  longueurs  de  la  courbe. 

Lorsqu^on  veut  avoir  égard  à  cette  condition ,  il  ne  suffit 
pas  de  faire  varier  une  seule  ordonnée ,  conune  dans  les  pro- 
blèmes où  on  demande  un  maximum  ou  un  minimum  absolu; 
il  faut  alors  faire  varier  à-la-fois  deux  indéterminées  tant  dans 
Texpression  qui  doit  être  un  maximum  ou  minimum ,  que  dans 
celle  qui  doit  demeurer  constante ,  et  égaler  séparément  à  zéro 
les  résultats  de  ces  variations,  ou  les  différentielles  de  ces  deux 
expressions ,  comme  dans  les  problèmes  ordinaires  de  maximis 
et  minimis ,  lorsqu'il  y  a  quelque  condition  particulière  à  rem- 
plir entre  les  variables. 

Jean  Bemoulli,  dans  un  Mémoire  destiné  à  résoudre  les  pro- 
blêmes sur  les  isoperimètres  proposés  par  son  frère  Jacques , 
et  qui  se  trouve  dans  le  Recueil  de  T  Académie  des  Sciences 
de  1 70G ,  avait  cru  pouvoir  satisfaire  à-la-fois  à  la  condition 
du  maximum  ou  minimum,  et  à  celle  de  l'isoperimétismc ,  en 
ne  considérant  que  deux  élémens  ou  côtés  de  la  courbe ,  et  en 
faisant  varier  à-la-fois  Tabscisse  et  l'ordonnée  qui  répondent  à 
l'angle  de  ces  deux  lignes  droites,  de  manière  que  leur  somme 
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demeurât  constante.  En  effet,  si  la  question  roulait  sur  des 
quantités  finies ,  elle  pourrait  se  résoudre  de  cette  manière  ; 
mais  il  arrive  ici,  par  la  nature  des  infiniment  petits,  que 
Téquation  finale  devient  purement  identique,  et  ne  fait  par— 
conséquent  ri^n  connaître.  Jean  Bemoulli  parvint  à  un  autre 
résultat,  et  crut  avoir  ainsi  résolu  les  problêmes;  mais  son  ana- 
lyse est  erronée ,  et  pèche  contre  les  principes  du  calcul  infi-^ 
mtésimal. 

Jacques  Bemoulli  est  le  premier  qui  ait  reconnu  dans  ces 
sortes  de  questions  la  nécessité  de  considérer  trois  côtés  consé- 
cutifs de  la  courbe ,  et  de  faire  varier  à-Ja-fois  les  deux  or- 
données consécutives  qui  répondent  aux  angles  formés  par  ces 
côtés.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a  fondé  son  analyse  du  pro- 
blême des  isoperimètres ,  intitulée  Analysis  jnagni  problematis 
isopefimetrici ,  et  publiée  à  Bâle  en  1701 ,  et  dans  les  Actes  de 
Léipsic  de  la  même  année  ;  et  le  même  principe  a  servi  de  base 
ensuite  aux  solutions  données  par  TdiloTy  dans  son  Methodus 
incrementorum  ;  çai  Jean  Bemoulli  y  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  1718  ;  et  par  Euler,  dans  les  tomes^ 
VI  et  VIII  des  Anciens  Commentaires  de  Péiersbourg, 

Par  la  considération  d'une  partie  infiniment  petite  de  la 
courbe  regardée  comme  composée  àfi,  deux  ou  de  trois  lignes 
droites ,  les  problèmes  se  réduisent  à  l'analyse  ordinaire  *,  et  la 
difficulté  ne  consiste  plus  qu'à  traduire  les  solutions  en  équa- 
tions différentielles,  par  les  substitutions  des  valeurs  des  or7 
données  et  des  abscisses  successives  exprimées  en  différences  , 
en  ayant  soin  de  ne  conserver  que  les  termes  du  même  ordre , 
suivant  la  loi  de  l'homogénéité  des  quantités  infiniment  petites* 
Mais  les  résultats  obtenus  de  cette  manière  se  présentent  ra-^ 
rement  sous  une  forme  générale  et  applicable  à  tous  les  pro- 
blêmes du  même  genre.  De  plus,  il  y  a  des  cas  où  il  ne  suffit 
pas  de  considérer  une  portion  infiniment  petite  de  la  courbe  , 
parceque  la  propriété  du  maximum  ou  minimum  peut  avoir 
lieu  dans  la  courbe  entière ,  sans  avoir  lieu  dans  chacune  de 
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1 C8  portions  inSniment  petites  ;  ce  sont  ceux  où  la  fonctba 
difFérentielle  dont  l'intégrale  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum ,  contient  elle-même  une  antre  fonction  intégrale , 
à  moins  que  ^  par  les  conditions  du  problème ,  cette  intégrale 
doive  avoir  une  yaleur  constante  ;  par  exemple ,  lorsque  la 
fonction  dont  Tintégrale  doit  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum ,  dépend  non-seulement  des  abscisses  et  des  ordonnées  et 
de  leurs  différences,  mais  encore  de  Tare  même  de  la  courbe» 
lequel  n*est  donné ,  copmie  Ton  sait ,  que  par  une  expression 
intégrale  ;  dans  ce  cas^  les  solutions  qu'on  trouyerait  par  1^ 
simple  considération  d'une  portion  infinimentpetite  de  la  courbe, 
seraient  inexactes,  à  moins  que  la  longueur  de  la  courbe,  ne  fut 
supposée  constante ,  comme  dans  les  problèmes  des  isoperi- 
mètres. 

A  plus  forte  raison,  il  ne  sera  pas  permis  de  n'avoir  égard, 
dans  le  calcul ,  à  une  petite  portion  de  la  courbe ,  lorsque  la 
fonction  différentielle  dépendra  d'une  quantité  donnée ,  sim- 
plement par  une  équation  différentielle  non  intégrable  en  gé- 
néral ;  c'est  pourquoi  on  doit  regarder  conune  fausse  la  solu- 
tion (juEuler  lui-même  a  donnée  du  problême  de  la  brachjr»- 
tochrone  dans  un  milieu  résistant  comme  une  fonction  de  la 
vitesse ,  dans  le  tome  VII  des  Anciens  Commentaires  de  Pé- 
tersbourg ,  et  dans  le  second  volume  de  sa  Mécanique ,  et  on 
peut  s*en  convaincre  en  la  comparant  à  celle  qu*on  trouve  dans 
son  ouvrage  de  1744  >  intitulé  Methodus  inveniendi  lineas 
euTvas  maximi  minimique  proprietate  gaudentes  (Ait.  46  ). 

C'est  pr(^ement  dans  ce  dernier  ouvrage  qaEukr  a  donné 
ime  solution  générale  et  complète  du  problème  des  isoperi- 
mètres.  Pour  trouver  les  conditions  du  maximum  ou  minimum  y 
il  se  contente  de  faire  varier  une  seule  ordonnée  de  la  courbe , 
et  il  en  déduit  la  valeur  différentielle  de  la  formule ,  qui  doit 
être  un  macoimum  ou  un  minimum ,  en  substituant  à  la  place 
des  différentielles  de  l'ordonnée  Içs  différences  successives  des 
4)rdoiinées  consécutives ,  et  à  la  place  des  expressions  intégrales 


iêssommesdes  élémens  répondons  à  toute  l'étendue  de  la  courbe. 
Son  calcul  devient  ainsi  très-long  ^  surtout  par  les  suites  infi-^ 
nies  qui  s'y  mêlent,  lorsque  la  fonction  proposée  contient  dif- 
férentes intégrales ,  et  dont  il  faut  déterminer  la  somme  pour 
parvenir  à  des  résultats  nets  et  précis  ;  et  on  ne  peut  trop  ad- 
mirer l'adresse  avec  laquelle  l'auteur  surmonte  ces  diiEcultés  ^ 
et  obtient,  en  dernière  analyse,  des  formules  simples,  générales 
fet  élégantes.  Son  ouvrage  est  d'ailleurs  très-précieux  par  le 
nombre. et  la  beauté  des  exemples  qu'il  contient,  et  il  n'y  en  a 
peut-être  aucun  qui  puisse  être  plus  utile  à  ceux  qiii  désirent 
s'exercer  sur  le  calcul  intégral. 

Jusqu'alors  on  avait  traité  séparément ,  et  par  des  procédés 
difFérens,  les  problêmes  où  il  suffit  de  varier  une  ordonnée,  et 
ceux  quidemandent  la  variation  de  deux  ou  de  plusieurs  or- 
données consécutives. 

Euler  a  remarqué  le  premier  que  tous  les  problêmes  de  ce 
genre  pouvaient  être  rappelés  à  une  même  analyse ,  parceque 
l'uniformité  qui  doit  régner  dans  les  opérations  relatives  aux 
dilFérens  points  d'une  même  courbe  fait  que ,  dès  qu'on  a 
trouvé  le  résultat  de  la  variation  d'une  ordonnée,  la  même  ex- 
pression rapportée  à  l'ordonnée  qui  suit  immédiatement, 
donnera  aussi  le  résultat  de  la  variation  de  cette  ordonnée,  et 
ainsi  des  autres. 

Cette  remarque  a  conduit  Euler  à  un  beau  théorème ,  et  de 
la  plus  grande  utilité  dans  cette  matière;  c'est  que,  pour  trou- 
ver ime  courbe  qui  ne  jouisse  d'une  propriété  de  maximum  ou 
minimum  que  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  ou  plusieurs 
propriétés  connues,  il  suffit  d'ajouter  à  l'expression  de  la  prr— 
priété  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  ^  celles  des 
autres  propriétés  connues ,  multipliées  chacune  par  un  coeffi- 
cient constant  et  arbitraire,  et  chercher  ensuite  la  courbe  dans 
laquelle  cette  expression  composée  sera  un  maximum  ou  un 
mininùim  entre  toutes  les  courbes  possibles. 

En  effet,  si  on  désigne,  comme  Euler ^  par  ni^,  ou  simple- 
latut  par  v  l'incrément  infiniment  petit  de  l'ordonnée  y ,  et 
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par    P.v   la   valeur   différentielle   de   la   formule    intégrale 
indéfinie  fZdx,   qui  doit   être  un  maximum  ou  un    Tni- 

nimum ,  on  aura  P .  a>  pour   la   valeur  différentielle  de  la 
même  formule ,  provenante  de  Tincrement  t»  de  Tordonnée 

suivante  j^  y  en  supposant  que  P  soit  ce  que  P  devient  lorsque 

y  devient  j' ,  et  que  toutes  les  autres  variables  sont  rapportées 

À  l'ordonnée  y. 

Et  Ton  aurait  de  même  P.  t  pour  la  valeur  différentielle 
ide  la  même  formule ,  provenante  de  l'incrément  t  de  l'or- 
donnée suivante  y  ,   où   P  est  ce  que  devient  P  lorsque  y 

devient  y  ;  et  ainsi  de  suite. 

Or  en  regardant^  suivant  les  principes  du  calcul  différen- 
tiel, les  ordonnées j',^^,  y,  etc.  comme  infiniment  proches , 
on  a 

y=:y+dy  ,  y=:y  +  Qdy  +  dy,  etc.  ; 
parconséquent  on  aura  aussi 

P  =  P  +  dP,  P^zP  +  adP  +  d'P, etc. 

Ainsi ,  en  faisant  varier  à-la-fois  les  deux  ordonnées  voisines 
y  et  y,  la  valeur  différentielle  de  fZdx  sera 

P.v  -f.(P-f.dP).  a>i 


ê         o 


€t  en  faisant  varier  les  trois  ordonnées  voisines  y,  J  *  J  *  ^*  ^*" 
leur  différentielle  sera 

P  .V  -^-Ç^P  +  dP^ta  +  iP  +  îxdP  +  d^P  )t, 

et  ainsi  de  suite. 

Il  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  formules  semblables.- 
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Donc ,  pour  les  courbes  où  la  formule y^Z^  X  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum,  absolu  ,  on  aura ,  en  ne  faisant  va- 
rier quune  ordonnée,  l'équation  P.ï/  =  o,  laquelle  donna 
P==o. 

Pour  les  courbes  où  fZ  dx  ne  doit  être  qu'un  mdximun% 
ou  minimum  relatif  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  pro- 
priété commune  exprimée  par  laformule^Ffir,  sion  repré-* 
sente  par  Qv  la.  valeur  différentielle  de  fY  dx  due  à  Fincre— 
ment  de  ^  ;  on  aura ,  en  faisant  varier  deux  ordonnées ,  et 
égalant  à  zéro  les  valeurs  différentielles  des  formules y*Zi2jt:  et 
fYdx,  les  équations 

Q.v  +  {Q  +  d(;))a  =  o, 
lesquelles  donnent  celle-ci  : 

dP       dQ       *- 

dont  l'intégrale  est 

P  +  aQ=o, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  est ,  comme  l'on  voit ,  la  même  que  celle 
qu'on  trouverait  pour  le  maximum  ou  minimum  absolu  de  la 
f ormukyz fi  a;  +  af  Vdx,  en  ne  faisant  varier  qu'une  seule 
ordonnée. 

Si  la  même  formule  y  Z  d  x  ne  devait  être  un  maximum  ou 
un  minimum  que  dans  une  des  courbes  dans  lesquelles  deux 
autres  formules yFd a:  etfXdx  conservent  les  mêmes  valeurs; 
on  aurait  alors  le  cas  où  il  faut  faire  varier  trois  ordonnées  suc- 
cessives ,  et  où  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  valeur» 
différentielles  des  trois  formules  dont  il  s'agit. 

Ainsi  ,    en  dénotant  par  R.v  la  valeur  différentielle  de 
fXdx  provenante    de  rincremeut  y  »    pn  aurait  ces  troii 
équations 
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savoir , 

Ç (J' +  <*  + -î»-)  +  ^  9  (•  +  a  «•)  +  *  Q.  ^  =  o. 

Eliminant  deux  des  quantités  v,  e» ,  T,lsi  troisième  s'évanouit 
d'elle-même ,  et  on  obtient  une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  entre  les  trois  variables  P,  Q ,  R,  dont  parconsé- 
quent  Tintégrale  complète  renfermera  trois  constantes  arbi- 
traires. Mais ,  sans  chercher  cette  équation  différentielle ,  il  est 
facile  de  s'assurer  que  Téquation 

P  +  aQ  +  bR  =  o 

satisfait  aux  trois  équations  ci-dessus ,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  coefliciens  a,  b,  pourvu  qu'ils  soient  constans  ;  car 
en  multipliant  la  seconde  équation  par  a ,  la  troisième  par  b , 
et  les  ajoutant  à  la  première ,  on  aura  une  équation  identique , 
en  vertu  de  l'équation  supposée;  et  comme  cette  équation 
contient  deux  constantes  arbitraires  a  et  i ,  il  s'ensuit  qu'elle 
sera  nécessairement  l'intégrale  complète  de  l'équation  du  se- 
cond ordre  dont  il  s'agit  ;  et  l'on  voit  en  même  temps  qu'elle 
n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  le  maximum  ou  minimum 
absolu  de  la  formule 

fZdx  +  afrdx  +  bfXdx2 

Au  reste ,  je  dois  observer  que ,  dans  les  premières  solutions 

qui  ont  été  données  du  problême  des  isoperimètres  par  les 

Bernoulli,  Tailor  etEuler  lui-même,  la  valeur  différentielle 

de  la  formule  y^Zcir  qui  doit  être  un  maximxan  ou  un  minimum 

-parmi  toutes  les  courbes  isoperimètres  ,  n'est  pas  de  la  forme 

Par 
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Pv+P», 

lorsqae  la  fonction  Z  contient  Tare  s  de  la  courbe,. ce  qui  est 
contraire  à  la  théorie  d*Euler^  qu'on  vient  d'exposer. 

Par  exemple ,  dans  la  solution  de  Tailor ,  qui  est  une  des 
plus  simples^  si  on  y  substitue  les  dénominations  précédentes^ 
qu'on  suppose 

et  qu  on  fasse,  pour  abréger,  h^  =:f  ^  on  a  cette  valeur  dif- 
férentielle 

provenante  des  variations  r  et  à  des  ordonnées^  et j^  dans  les 

trois  élémens  Z  dx^Zdx^Z  dx  ^  qui  sont  les  seuls  que 
7Vzi/or  considère. 

Mais  je  remarque  que  cette  valeur  n'efit  pas  la^vateuT  dîfFéren- 
tielle  complète  de  la  formule  intégrale  fZ  dx;  car, -par  les  for- 
mules exactes  de  l'ouvrage  cité  d^Eutef ,  la  seule  variation  v  de 
l'ordonnée  j^,  dans  la  f  ormi:^  fZdx,  donne  la  valeur  diSerentiella 

.   {Ndx^d.  (B-^fLdx)q]v , 

OÙ  H  est  la  valeur  de  fLd  x  y  correspondante  à  une  abscisse 
donnée  a,  pour  laquelle  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum,  Desorte  que ,  pour  les  deux  variations  simultanées 
V  ^t(»  ,>  la  vrài^  vakur  différentielle  seça 

{Ndx  —  d.  (H—fLdx^q^v 

+  '( Ndx  —  d.  (  H'^fLdx )  q  )  -c. 

On  voit  d'abord  par  la  que  la  valeur  différentielle  de  Tailor 

Ee* 
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donnerait  une  solution  fausse ,  si  on  voulait  l'employer  à  trou- 
ver la  courbe  dans  laquelle  fZdx  serait  un  maximum  ou  un 
minimum  entre  toutes  les  courbes  possibles,  dans  lequel  cas  il 
suffit  d*aToir  égahl  à  la  variation  d'une  seule  ordonnée  ;  car  en 
égalant  à  zéro  cette  valeur  différentielle,  et  supposant  o»  nul, 
on  aurait  l'équation 

tandis  que  la  solution  d*Euler  donnerait 

Ndx—d.  (^B—fLdx)q=o, 

qui  est  la  véritable  équation  du  problême. 

Dansle  casdes  isoperinètres ,  il  arrive  néanmoins  que  les  deux 
solutions  s'accordent  ;  car  alors  la  propriété  commune  des 
courbes  est  Tare  s ,  c'est-à-dire  la  formule  /  j/  (  dx*  -|-  4y*  )  * 

ou/j/  (  1  rf-p*)clr,  en  faisant p :=  i^ ;  ainsi  on  a  de  plus 

la  formule  fYdx  où  y.=  }/'.(  i  ^-p*),  dont  la  valeur 
différentielle  doit  être  nulle,  en  même  temps  que  celle  de 
fZdx. 

Or  par  la  construction  et  l'analyse  de  Tcdlor,  on  a  pour 
cette  formule  ,  la  valeur  différentielle 

et  par  les  formules  de  l'ouvrage  d*Euler ,  on  a  de  même 
— dq,v  pour  la  valeur  différentielle  due  à  la  seule  variation  v  ; 
desorte  que ,  pour  les  deux  variations  v  et  o» ,  on  aura  éga* 
lement 

—  dq.V'-^dq.a, 

Ainsi,  suivant  Tailor ,  on  doit  avoir,  dans  ce  cas,  les  deux 
équations 

.     •    .     -  ■    ■  •  '■         :- 


0  m 
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lesquelles  donnept,  p^i;  rélimination  4e  it.eta,  çelle-<;î  : 


savoir,  en  substituant  N+dN  pour  iV,  X^-^dL  pour/i; 

dq  +  rf*^  pour  cîj  et  9  +  adq  +  <^*</  P<Hir  ?  1  et  effaçant  ce 
qui  se  détruit, 

iVdi/  +  Lqdq  —  iliVrf^  —  dLqdq  — *  a£rfç 

—  ndLdq  —  tdqdq  —  dLàqdq  î^s:  û. 

Mais  les  trois  derniers  termes  sont  du  troisième  ordre,  tandis 
que  les  premiers  ne  sont  que  du  second;  ainsi,  en  rejetant  les 
trois  derniers  comme  infiniment  petits  vis-à-vis  des  autres , 
on  a  simplement  l'équation  du  second  ordre 

Ndq  +  Lqdq  —  dNdq-^dLqdq  —  ^Ldq  e=  g , 

comme  T^iUff  le  ^ouv^* 

Suivant  Eulefy  les  deux  équations  seraient 

iN4x'^d.(iH'^fLdx)q}i^ 

^{Ndjç^d.  {H'y^fLdx^q)ù^o; 

:  .         .         .  .        ■        1     • 

dq,¥-j^dq,»:=zo. 

Mais 

et  ■■'•  •''.-■. 

d,(^H — JI4x)q;;^'-rX^djp^iHtnfl4x}d^ 
+  (  H^Jt^i  dq  ---Ldxdq^ 


i,  cause  de 


,   L*  i  -        ,        »     >  '      *•* 


fl^'sz  /Lddù  +  Ijda:. 

.  '  f       ■  .      j  ■      • 

1         1     11 

Donc,  en  obseryUnt^ que  qr-f  rf</-t=f^,  la  première  équation 
devient, 
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iiPf+Lq)dx—iH—/Ldx)dq)f 

laquelle ,  en  verta  de  la  seconde  ,  se  réduit  à  celle-ci  : 


qui  est  la  même  que  celle  de  Thilor.  Ainsi ,  comme  les  deux 
autres  équations  s'accordent  aussi ,  le  résultat  doit  être  né- 
cessairement le  même. 

En  effet,  suivant  le  tbéôréme  à*£uler.  en  ne  considérant 
que  la  seule  variation  f,  on  a. tout. de  siiite  l'équation 


I         •« 


a  étant  une  constante  arbitraire. V 


•   ■  ï  •  . 


Cette  équation  est  l'intégrale  prendère  dé  celle  de  Tailor; 
car  si  on  la  réduit  à  la  forma 


r^    s 


Ndx  —  (^Hrhn^:fLdx)Jq  +  Lqdx=zOy 

■ 

qu'on  la  différentie  après .  l'avoir  divisée  par  dq^  et  qu'on  fasse 
ensuite  disparaître  les  dénominateurs ,  on  trouvera  l'équation 
de  Tailor.  " 

On  pourrait  faire  des  remarques  semblables  sur  les  solutions 
des  BernouUiy  et  sur  celles  d' JEi/Zer ,  dans  les  tomes  VI  et  VIII 
des  Anciens  Commentaires  de  Pétersbourg,  Mais  dans  l'état 
actuelde  l'analyse  y  oirpeut  regarderoes  discussions  comme 
inutiles ,  parcequ' elles  regardent  des  méthodes  oubliées ,  comme 
ayant  fait  place  à  d'autres  plus  simples  et  pus  générales.  Ce- 
pendant elles  peuvent  avoir  encore  quelqu'intérêt  pour  ceux 
qui  aiment  à  suivre  pas  à  pas  .les  progrès  de  l'analyse ,  et  à  voir 
comment  les  méthodes  simples  et  générales  naissent  des  ques- 
tions particulières  et  des  procédés  inchrect§, et  compliqués. 

L'ouvrage  d  Euler,  que  nous  avons  cité ,  n'aurait  rien  laissé 
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à  désirer  sur  les  problêmes  relatifs  aux  courbes  qui  jouissent  de 
quelque  propriété  de  maosimum  ou  minimum  y  s'il  avait  pour 
base  une  analyse  plus  conforme  à  l'esprit  du  calcul  différen- 
tiel. Mais  la  décomposition  que  l'auteur  y  fait  des  différen- 
tielles et  des  intégrales  dans  leurs  élémens  primitifs ,  détruit  le 
mécanisme  de  ce  calcul ,  et  lui  fait  perdre  ses  principaux  avan- 
tages ,  la  simplicité  et  la  généralité  de  son  algorithme. 

Il  restait  donc  à  trouver  la  manière  de  plier  le  calcul  dif- 
férentiel à  ce  genre  de  problêmes  qui  sont  essentiellement  de 
son  ressort ,  et  de  les  •  résoudre  sans  s'écarter  de  la  marcHe 
simple  et  uniforme  de  ce  cdcul.'  Cet  objet  a  été  rempli  par 
la  méthode  des  variations^  publiée  dans  le  second  tome  des 
Mémoires  de  l* Académie  de  Turin,  Coiiime  cette  méthode 
est  exposée  dans  la  plupart  des  Traités  de  calcul  différentiel 
qui  ont  pani  depuis^  nous  nous  contenterons  d'en  donner  ici 
les  principes. 

Elle  consiste  à  fairé^  varier  les  y  dan»  la  formule  intégrale 
en  X  et  y  f  qui  doit  être  un  mnximum  ou  un  minimum ,  par 
des  différentiations  ordinaires ,  mais  relatives  à  une  autre  ca- 
ractéristique <r  différente  de  la  caîJ^aôtéristique  ordinaire  <i,  et 
à  déterminer  la  valeur  différentielle  de  la  formule  par  rapporta 
cette  nouvelle  caractéristique ,  en  transposant  le  signe  J^ après lea 
signes  d  et  f  lorsqu'il  se  trouvé'  placé  avant/  et  en  faisant 
ensuite  disparaître  par  des  intégrations  par  parties  les  diffé- 
rentielles de  «Ty  sous  les  signes  /. 

Soit  la  formule  fZ  qui  doive  être  un  maximum  ou  mi^ 
nimum  entre  des  limites  données^  la  quantité  Z  étant  une 
fonction  donnée  de  x  ^  y  ^  dy  ^  d*y ,  etc.  En  supposiant  do; 
constant ,  on  aura  «T./Z  pour  la  valeur  différentielle  qui  doit 
être  nulle  dans  le  maximum  ou  minimum  ;  donc 

«r./z  =  o, 

équation  qui  se  transforme  tout  de  suite  ea 

f^Z  —  o. 


(. 
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Supposons  qa*en  differentiant  à  la  manière  ordinaire ,  mais 
suivant  Ta  caractéristique  /^  et  ne  faisant  yarier  que  les  y  ^ 
dy ,  etc.  on  ait 

iZ  =  IiSy  +  PHy  +  Q/d^+  etc.  ; 

on  aura  l'équation 

fNfy  +  fPidy  +  fQid^  +  etc.  ==  o. 

Or  fPidy  se  transforme  d*abord  en  fPdSy ,  et  ensuite  en  inté* 
grant  par  parties  ^^  en  P^y  —  fàPiy, 

De  même  fQ^dy  se  transforme  d*abord  en  fQd^fyj,  ensuite 
en  QdSy^^dÇJy^Jd^QSy,  et  ainsi  des  autres. 

Donc  en  ajoutant  une  constante  quelconque  K  i  ces  inté^a- 
fions  2  l'équation  deriendra       «^' 

Pfy  +  ÇdSy  —  rfÇ/y  +  etc.  +K 
•f./(iV^rfp^<fÇ_etc.)<ry=o. 

Comme  toutes  les  différentielles  de  Sy  ont  disparu  de  dessous 
le  signe  /,  cette  partie  n'est  plus  susceptible  d'aucune  réduc- 
tion. Ainsi  ^  pour  vérifier  l'équation  indépendamment  des  va- 
riations Jy  y  il  faudra  d'abord  égaler  à  zéro  le  coeificient  des 
ty  sous  le  signe  ^  ce  qui  dc»mera  l'équation 

iV—cîP  +  cPÇ  — etc.  =0, 

laquelle  devra  avoir   lieu  indéfiniment  pour  toutes  les  valeurs 
de  a:  et  ^  comprises  entre  les  limites  données. 

Cette  équation  est  en  d'autres  termes  celle  qaKuler  a  trouvée 
ie  premier  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  formule 

intégrale  fZdx.  Euler  ^^^  'A=P%  S~^'  ®*^*  '  et  il  sup- 
pose   Z   fonction  de  ^ly^  p»  ^i   etc^    telle    qu'on    ait 
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par  la  dlfFérentiatioii 

dZ=:Mdx+Ndy  +  Pdp  +  Qdq+ etc. 

Il  fait  ensuite  varier  Tordonnée  y  de  la  ligne  infiniment  pe- 
tite 71/  ;  et  en  regardant  la  formule  fZdx  comme  Taire  d'une 
nouvelle  courbe  dont  Z  serait  l'ordonnée  ,  il  trouve  pour  la 
valeur  différentielle  de  cette  aire  >  la  formule 


â'où  il  tire  l'éqaation 

^,      dP  ,  d'à    ' 

qui  coïncide  avec  la  précédente. 
Notre  méthode  donne  de  plus  Féquation  détenninée 

(  p  _  dQ  +  etc.  )fy+  Qdiy  +  etc.  -f  /C  =  o , 

laquelle  doit  avoir  lieu  dans  les  deux  limites  entre  lesquelles 
la  formule  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum. 

Désignons  par  j'oj  -Poi  Qo>  etc.  les  valeurs  dey ,  PyQy  etc. 
à  la  première  limite  où  x  est  par  exemple  égale  à  a  ,  et  par 
y\y  P\i  Q\>  etc.  leurs  valeurs  à  l'autre  limite  où  x  serait 
égal  à  &  ;  on  aura  ainsi  les  deux  équations 

(Po  — c?Ço+ etc. )  jyo  +  Qerfjyo+ etc.  +  K  =  o, 
(P,  —  dÇi+  etc.  )  Sy^  +  ÇirfcTy,  +  etc.  +  A  =  o , 

La  première  donnera  la  valeur  de  la  constante  K ,  laquelle 
étant  substituée  dans  la  seconde ,  donne 

(  P,  —  rfÇ,  +  etc.  )  jy,  +  Çidfyi  +  etc. 
—  ( Po  —  dQ^  —  etc.  )  jyo  —  ÇodJyo  —  etc.  =  o, 

équation  qui  reste  encore  à  vérifier  pour  la  solution  com^* 
plète  du  problême. 
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Si  les  valeurs  de  jo  ety^ ,  ainsi  que  celles  de  -^^  -^ ,  etc. 

sont  censées  données,  leurs  variations  seront  nulles  ^  et  tous 
les  termes  de  Téquation  précédente  s'en  iront  d'eux-mêmes  ; 
c'est  le  cas  de  l'analyse  à!Euler. 

Si  toutes  ces  valeurs  ou  seulement  quelques-unes  sont  in- 
déterminées ,  OH  s'il  y  a  entr'elles  des  relations  données  par 
la  nature  du  problème^  alors  après  avoir  elTacé  les  variations 
qui  doivent  être  nulles ,  et  réduit  les  autres  au  plus  petit 
nombre  possible ,  il  faudra  faire  disparaître  les  variations  res- 
tantes en  égalant  leurs  coelficiens  à  zéro  ;  ce  qui  donneisa  au- 
tant d'équations  auxquelles  on  satisfera  par  le  moyen  des 
constantes  arbitraires  que  les  différentes  intégrations  intro- 
duiront dans  l'équation  du  problême.  Voyez  là-dessus  le  se- 
cond etle  quatrième  volumes  des  Mémoires  de  Turin,  et  les  dif- 
férens  ouvrages  de  Calcul  intégral  où  cette  théorie  est  exposée. 
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LEÇON   VINGT-DEUXIÈME. 

Continuation  de  la  Leçon  précédente. 

Méthode  des  variations  ,  déduite  de  la  consi-* 

dération  des  Jonctions* 

A  méthode  des  variations,  fondée  sur  l'emploi  et  la  com- 
binaison des  caractéristiques  d  et  *r  qui  répondent  à  des  diffe- 
rentiations  différentes ,  ne  laissait  rien  à  désirer  ;  mais  cette 
méthode  ayant  comme  le  calcul  différentiel ,  la  supposition 
des  infiniment  petits  pour  base ,  il  était  nécessaire  de  la  pré- 
senter sous  un  autre  point*  de  vue  pour  la  lier  au  Calcul  dei 
fonctions  :  c'est  ce  que  )*ai  déjà  fait  dans  la  Théorie  des 
Fonctions  ;  mais  je  vais  reprendre  ici  cet  objet,  pour  le  traiter 
d'une  manière  plus  directe  et  plus  complète. 

Lorsqu'une  fonction  donnée  de  plusieurs  variables  et  de 
leurs  dérivées  ne  satisfait  pas  aux  conditions  que  nous  avons 
trouvées  dans  la  leçon  précédent^,  elle  ne  peut  pas  avoir  une 
fonction  primitive ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  des  relations  étabUes 
entre  ces  variables,  de  manière  qu'il  n'y  reste  qu'une  seule 
variable  indéterminée  ;  et  les  questions  de  maximis  et  de  mi- 
nimis  dont  il  s'agit  ici ,  consistent  à  trouver  des  relations  telles 
que  la  fonction  primitive  qui  en  résultera ,  soit  un  maximum 
ou  un  minimum,  entre  des  limites  données  ;  c'est-à-dire  entre 
des  valeurs  données  de  la  variable  qui  demeurera  indéterminée. 

On  voit  d'abord  que  cette  question  dépend  nécessairement 
de  ce  que  la  fonction  primitive  ne  puisse  avoir  lieu  sans  une 
relation  entre  les  variables  ;  car  si  elle  pouvait  être  une  fonction 
déterminée  des  différentes  variables  et  de  leurs  dérivées,  elle 
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ne  serait  plus  susceptible  que  des  maxima  otx  minima  du  genre 
ordinaire ,  relativement  à  chacune  des  yariables  et  de  lenn 
dérivées  considérées  comme  des  variables  particulières. 

Ck)nsidéronB  donc  une  fonction  quelconque  dex,y,  y,  jf*,  etc. 
que  nous  désignerons  par  ^,  et  que  nous  supposerons  n'avoir 
point  de  fonction  primitive  dans  Tétat  où  elle  est  ;  pour  qu'elle 
en  ait  une ,  il  faudra  supposer  yz=z^x\  et  pour  que  la  fonc- 
tion primitive  qui  en  résulte,  et  que  nous  dénoterons  par  U, 
aoit  un  maximuTn  ou  un  minimum  entre  des  limités  données 
qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  a:,  il  faudra  qu'en 
faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  çx ,  la  valeur  de  la 
fonction  U  ^  prise  entre  ces  limites ,  diminue  dans  le  cas  da 
maximum ,  et  augmente  dans  le  cas  du  minimum. 

Supposons  que  l'expression  de  y  soit,  en  général^  une  fonc- 
tion de  a;  et  i y  que  nous  représenterons  par  o(x^  i)»  et  qui 
soit  telle  qu'elle  devienne  ^  lorsque  i  r=?  o. 

La  fonction  U  deviendra  aussi  une  fonction  de  a;  et  i, 
et  pour  qu'elle  soit  un  maximum  ou  un  minimum ,  il  faudra 
qu'en  donnant  à  i  une  valeur  quelconque  très-petite ,  et  sup- 
posant d'ailleurs. la  composition  de  la  fonction  ^  {x,  i}  arbi- 
traire par  rapport  ai,  elle  ait  une  valeur  moindre  dans 
le  cas  du  maximum  ,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum 
que  lorsque  i=^o.  Si  on  développe  cette  fonction  suivant  les 
puissances  de  / ,  elle  deviendra 


t 


a 


P 


U+iU+-U-i =l/+etc. 

en  indiquant  par  des  points  les  fonctions  dérivées  par  rapport 
à  i ,  dans  lesquelles  il  faut  faire ,  après  la  dérivation  i  ==  o , 
comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  neuvième. 

Ainsi  l'accroissement  de  Ï7,  à  raison  de  la  quantité  i,  sera 
exprimée  par  les  termes 

i*  ..         ?    .*. 
iU+'^  1/  +  — 5l/  +  etc; 
a  a. 3 
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«t  il  faudra  pour  le  maximum  que  la  somme  de  ces  termes 
ait  une  valeur  négative  ,  et  pour  le  minimum  que  sa  valeur 
soit  positive,  i  étant  une  quantité  quelconque  très- petite  et 
indépendante  de  x. 

On  a  prouvé  dans  la  leçon  citée  qu*on  peut  toujours  donner 

à  i  une  valeur  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  i  U  sur- 
passe la  sonune  de  toiis  les  suivans  ;  d*où  il  suit  qu'alors  Tac- 

croiisaement  de  U  aura  le  même  signe  que  le  terme  iU',  mais 
il  est  visible  que  ce  terme  change  de  signe  avec  la  quantité  i 
qui  n'y  est  qu'à  la  première  dimension  ;  donc  il  est  impossible 
que  l'accroissement  de  U  soit  constamment  positif  ou  négatif 
en  donnant  à  i  des  valeurs  quelconques  très-petites ,  à  moins 

que  le  premier  terme  iU  du  développement  de  U  ne  dispa- 
raisse ,  ce  qui  donne  d'abord  la  condition  Û  =  o  y  qui  est 
comme  l'on  voit^  conmiune  aux  maxima  et  aux  mirâma. 

Cette  condition  étant  remplie,  l'accroissement  de  {/se  réduira 

à  —  t/-| t/  -)-  etc.  ;  et  par  un  raisonnement  semblable  à 

celui  que  nous  venons  de  fair*^  on  pourra  prouver  aussi  que 

le  premier  terme  —  U  devra  être  positif  ou  négatif  pour  que 

la  variation  soit  positive  ou  négative  ;  mais  ce  terme  étant  mul- 
tiplié par  le  quarré  de  i ,  il  est  clair  que  son  signe  sera  indé- 
pendant de  i ,  et  ne  dépendra  que  de  celui  de  la  quantité  U^ 
laquelle  devra  donc  être  toujours  négative  dans  le  cas.  du 
maximum ,  et  positive  dans  le  cas  du  minimum  ;  ce  qui  con- 
tient le  caractère  qui  distingue  les  maxima  des  minima. 

Telle  est  la  théorie  générale  des  maxima  et  minima  que 
nous  avons  cru  devoir  rappeler  ici  pour  ne  rien  laisser  à  dé- 
sirer. 

Dans  les  questions  ordinaires ,  la  quantité  U  qui  doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum  est  une  fonction  donnée  de  x^ 
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et  les  dérivées  Û,  U,  etc.  sont  prises  par  rapport  à  x;  alors 

réquation  Ùzzz  o  devient  Z7'=o ,  et  donne  la  yalear  de  a;  ;  en- 
suite le  signe  de  U"  distingue  le  maximum  du  minimum. 

Dans  les  questions  dont  il  s*agit  ici  ^  la  fonction    U  nest 

donnée  que  par  sa  fonction  dérivée  /^;  la  fonction  çx  est  Vin- 

•     •  • 
connue,  et  les  dérivées  V,  t\  etc.   sont  censées  prises  par 

rapport  à  la  quantité  i  qu'on  suppose  contenue  dans  la  fonc-* 

tÎDn  ^  (x^  i).   Ainsi  la  difficulté  consiste  à  déduire  ces  dérivées 

de  la  fonction  donnée  /^. 

Or  y  étant  ^x,  lorsque  ^x  devient  ^(x,  0  >  ^  deviendra 


i*  ..  .     P 


y  +  ^^+'^^  +  ^J'  +  etc; 

en  dénotant^  commme  plus  haut,  par  des  points  les  fonctions 
d  Jrivées  par  rapport  à  i ,  dans  lesquelles  on  fait  ensuite  i=o, 
dv3sorte  que  ces  fonctions  deviennent  de  simples  fonctioDS 
de  X  y  qui  peuvent  même  avoir  une  valeur  quelconque ,  par- 
ceque  la  composition  de  la  fonction  9  (  x ,  i  )  est  supposée 
arbitraire  par  rapport  à  i. 

Ainsi  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a: ,  il 
est  clair  que  y'  deviendra  pareillement 


v"... 


y + h'  +  -y + «te. , 

et^*'  deviendra  de  même 

/  +  îy*+7?  +  etc., 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  à  la  place  des  quantités  j^,jr',^*',  etc. 
dans  la  fonction  donnée  /^,  et  développant  ensuite  les  puis- 
sances de  f,  cette  fonction  deviendra 

r+ir+'^y+'^P'+ttc.^ 
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•t  par  la  théorie  des  fonctions  dérivées ,  exposée  dans  les  pre- 
mières leçons  ^  il  est  facile  de  conclure  que  la  quantité  V  qui 
étant  multipliée  par  i  forme  le  premier  terme  du  développe- 
ment, sera  la  fonction  dérivée  de /^en  y  supposant  x  constant,  et 
y ,  j^,  j'*,  etc.  des  variables  indépendantes  dont  les  fonctions 

dérivées  soient  respectivement  j^ ,  y,  jr"  ,  etc.  De  même  )/" 
sera^sa  fonction  dérivée  du  second  ordre  ,^  prise  relativement 

aux  mêmes  variables ,  et  en  supposant  quej',y,y,  etc.  soient 
les  fonctions  secondes  de  jr ,  y',  y';  etc. ,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  appellerons  en  général  variations  du  premier  ordre , 
|lu  second ,  etc.  ces  dérivées  marquées  par  des  points  et  relatives 
à  la  quantité  i ,  dans  lesquelles  cette  quantité  est  supposée 

nulle.  Ainsi  y  sera  la  variation  du  premier  ordre  d^y^y'  sera 

la  dérivée  ordinaire  de  cette  variation ,  y  sera  la  variation  du 

second  ordre  de  j^ ,  et  ainsi  de  suite.  De  même ,  /^,  f^,  etc. 
seront  les  variations  du  premier    ordre ,    du  second ,    etc. 

de  p^',   et  Uy  U ,  etc.   seront  ausssi  les  variations  du  pre- 
mier, du  second  ordre,  etc.  de  U.  Et  pour  former  ces  va- 
riations, on  suivra  les  mêmes  règles  que  pour  les  fonctions  ^ 
dérivées  ordin^res. 

Ainsi  en  faisant 

r==/(x,jy,y,/,etc.),  ' 

9n  aura ,  suivant  la  notation  en^ployée  dans  ces  leçons , 

Il  est  visible  que  cette  fonction  V  est  la  même  chose  que 

T 

celle  que  nous  avons  désignée  par  ^au  commencement  dç  la 
leçon  précédente,  en  changeant  seulement  y  en  ©,  parceque 
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Cette  fonctioa  ayant  maintenant  une  valeur  déterminée , 
pour  que  cette  valeur  soit  nulle  entre  les  limites  données ,  il 
faudra  que  la  différence  des  valeurs  qui  répondent  à  ces  li- 
mites,  soit  nulle. 

Désignons  par  tf^  et  Ui  ^  les  valeurs  de  U  qui  répondent 
à  la  première  et  à  la  seconde  limite  ,  dans  lesquelles  x  aura 
des  valeurs  données.,  et  représentons  de  la  même  manière  les 
valeurs  des  autres  quantités  dans  ces  limites  ;  en  aura  cett« 

équation  particulière  aux  limites  Ui  —  î/o  =  o ;  savoir^ 

(i^i-Q^i+^'i  — etc.)ii 
+  (Qi  — «'i  +  etc.)y'* 

+  («,  — etc.)/. 
etc. 

-(Po— Q'o4-/î"o  — etc.)y. 

—  (Ço  — «'o  +  etc.)y. 

—  (Bo  — etc.)/^ 
etc. 

=  G. 

à  laquelle  on  devra  satisfaire  comme  aux  équations  pour  les 
maxima  et  minima  du  genre  ordinaire  ',  et  les  conditions  qui 
en  résulteront  serviront  à  déterminer  les  constantes  arbitraires 
que  la  valeur  de  j^  en  x  pourra  admettre. 

Si  les  valeurs  de  y  y  y\  y"  y  etc.  étaient  supposées  données  aux 

•      •        • 
deux  limites,  alors  il  est  visible  que  les  variations^o ,  y\ ,  y'^ ,  etc. 

et  j'i ,  y  1 ,  y , ,  etc.  seraient  nulles  à-la-fois  ;  parconséquent 
Téquation  ayant  lieu  d'elle-même ,  ne  donnerait  aucune  con- 
dition à  remplir. 

Si  au  contraire  aucune  de  ces  valeurs  n'était  donnée ,  alors 
il  faudrait  égaler  séparément  à  zéro  tous  les  coefficiens  de  ces 

méniei 
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mêmes  variations ,  ce  qui  donnerait  autant  d'équations  rela* 
tires  à  chacune  des  deux  limites. 

Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  les  valeurs  de  y  et  de 
ses  dérivées  aux  deux  limites  ne  sont  ni  toutes  données 
ni  toutes  arbitraires,  mais  qu'il  y  a  entre  elles  des  relations 
données  par  la  nature  du  problême.   Alors  il  faudra  par  lo 

moyen  de  ces  relations,  réduire  les  variations  j^,  y,  j^*,  etc.' 
dans  les  deux  limites  au  plus  petit  nombre  possible  ,  et 
égaler  à  zéro  les  coefficiens  de  celles  qui  demeureront  indé^ 
terminées. 

L'équation  générale 

que  nous  venons  de  trouver  pour  le  maximum  ou  minimum 
de  la  fonction  primitive  de  f^,  est ,  comme  l'on  voit,  la  même 
que  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  la  leçon  précédente 
pour  l'existence  de  cette  fonction  ,  indépendamment  d'aucune 
relation  entre  les  variables. 

On  voit  maintenant  la  raison  de  cette  identité  des  formules 
par  la  conformité  des  opérations  analytiques  dans  les  deux  cas. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  lorsque  la  fonction  ^est  d'elle* 
même  une  dérivée  exacte ,  sa  fonction  primitive  est  une  fonc- 
tion déterminée  àe  x,  y ,  y' ^y",  etc.  qui  doit  alors  être  rap-^ 
portée  aux  deux  limites ,  de  manière  que  l'équation 

N— P'  +  Q"'-- etc.  =o 

ne  doit  plus  donner  de  relation  entre  x  et  y ,  et  parconsé* 
quent  doit  se  vérifier  d'elle-même. 

C'est  par  cette  considération  qu  Euler  a  trouvé  le  premier 
«ette  même  équation ,  ou  plutôt  l'équation  équivalente 

Ff 
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pour  la  conâition  deFintégrabilité  de  hifonnule  Zdx.  Condor^ 
cet  a  observé  ensuite  que  si  la  formule  fZdx  était  intégrable , 
il  &Uttt  ^e  la  variation  tfZdx  le  £fit  aussi;  et  de  là  il  a 
conclu  que  les  équations  de  condition  pour  Fintégrabilité,  de^ 
raient  être  les  mêmes  que  les  équations  entre  les  variables 
pour  les  maxima  et  mimma.  Notre  analyse  ne  doit  rien  laisser 
à  désirer  sur  cet  objet. 

Nous  avons  supposé  }usqu*ici  que  la  variation  de  x  était 
nulle  ;  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque  les  limites  sont  fixes  ; 
mais  comme  dans  la  plupart  des  ca»  les  limites  sont  va* 
riables ,  il  est  bon  de  voir  ce  que  doit  donner  la  variation 
de  X. 

Pour  cela,  il  suffit  de  considérer  que  la  fonction  U  étant 

censée  une  fonction  de  x ,  si  on  fait  croître  x  de  ix ,  Tac* 
croissement  de  U  sera ,  comme  on  Ta  vu  dans  les  premières 
leçons^ 

i^U'+^^V  +  ttc. 
OvV  z=.y  par  rhypothèse  ;  donc 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  pour  avoir  l'accroissement  de  V  dans  ce  cas  ,  il  suf- 
fira d'ajouter  respectivement  aux  variations  Ù,  f/,  etc. ,  les 
termes  xVy  3^V'  y  etc.  Ainsi  comme  V-=z  t/',  il  faudra 
ajouter  à  la  valeur  de  V  trouvée  dans  l'hypothèse  où  x  ne 
varie  pas,  le  terme  {Viy , 

Mais  comme  la  variation  de  x  influe  aussi  sur  celle  de  y  en 
tant  que  cette  quantité  est  fonction  de  x,  il  faudra,  dans  ce  cas,' 
retrancher  de  celle-ci  ce  qui  est  dû  à  la  variation  de  x ,  dont 
nous  venons  de  déterminer  l'efiFet  total  sur  les  variations  de  TJ, 
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'    En  effet ,  on  a  vu  ci-dessus  que  y  étant  fx^  lorsque  ^x 
deyîfent  9  (a:  ^  i  ) ,  jr  devient  jr  -f-  fy  -| — ^  -f-  etc  Or  de  dèVc* 

aant  en  même  temps  x  -)-  Âr  >  y  deyient  par  là  ^ 

- 
De  la  même  manière^  jf  qui  est  aussi  fonction  de  a^>  deviendra 


.•  •. 


•  » 


et  y  deviendra 


y+i^y'^—y+ 


etc^ 


Donc  Taccroissement  total  dey  sera  exprimé  par 


iO  +  h'^  +  ^Cy+ aiy  +  i*/  )  +  etc . 


•       •   .    •  < 


t)ù  Ton  voie  que^  +  ay',^'  +  ajy  -f-^c^",  etc.  sont  les  vé-^. 
riations  totales  de  y^  dans  le  cas  où  l'on  a  égard  à  la  variar 

Jioa  07  de  x. 

Désignant^  pour  un  monient  ^  ces  variationà  par  (jr)^ 

{y),  etc.  ;  pour  les  distinguer  des  variations^,  j^^  etc.  qui 

ont  lieu  lorsque  x  est  nulle  ,  on  aiura 


•  •         ••«       *     „        •• 


^+x/=(3r),    y  +  axy'  +xy=s (y),  etc. i 
.donc 

et  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x, 

y  =  ((3,)_i/)',   y=((^)-i//,etc. 
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Ce  sont  les  Taleurs  qu'il  faudra  substituer  i  la  place  de 

y^^^y"*  ^^*  ^^'^'^  ^  yariation  éprise  en  regardant  x  commo 
invariable.  Donc  si  on  a  égard  i  la  variation  de  x^  l'eiqirea- 

non  de  P'  trouvée  ci-dessus,  deviendra,  en  mettant  simple- 
ment^ an  lieu  de  (J^), 

+flCy-yir+etc.  +  cFxy 

Ainsi  les  termes  de  la  transformée ,  qpi  seront  multipliés  par 

les  variations  yttx,  sans  êtr«  des  dérivées  exaetes ,  seront 
simplement 

(iV-.iy+ Q^—B^-f-ctc.)  (i  — y  i); 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  générale 

iV  — P'  +  Q^  — /r+etc.=o 

trouvée  d'après  la  seule  variation  de  ^ ,  satisfait  en  même 
'  temps  à  la  variation  de  x.  Donc  cette  variation  n'influera 

que  sur  l'équation  aux  limites  Ui-—  Lo=:o^  dans  laquelle  il 

faudra  ajouter  à  la  valeur  de  Û  le  terme  JTx,  et  y  changer 

y  en  y  — y  x. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  d'une  manière  moins 
nmple ,  mais  plus  directe ,  en  considérant  immédiatement 
les  variations  de  x  et  de  ses  dérivées. 

Pour  cela ,  il  faut  d'abord  dépouiller  la  fonction  ^  de  la 
supposition  de  af  z=z  i ,  pour  pouvoir  tenir  compte  des  varia- 
tions de  a/,  jf,  etc.  ;  ce  qui  se  fait  en  substituant,  comme 

y  (^T 

iD  l'a  vu  dans  les  leçons  précédentes,  ^  au  lieu  de  y,  — ^-^ 
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au  lieu  dey^  et  ainsi  dé  suite ,  et;  multipliant  la  fonction  Fi 
par  j/  pour  qu'elle  puisse  être  la  fonction  dérifée  de  !/• 

Soit^  pour  abréger^ 

y  P'  </ 

^=P.  5^  =  9,  ^  =  r,  etc., 

il  faudra  dans  f^  substituer  Py  (],  r,  etc.  à  la  place  dey; 
y",  y,  etc.  ;  moyennant  quoi  cette  quantité  deviendra  foiu> 
tion  dey  y  p,  q,  etc.,  et  l'on  aura  la  dérivée 

r  =  Mx'  +  Ny  +  Pp'  +  Qq'  +R/  +  etc. 
qui  se  réduit  à 

F'  =  iM+Np  +  Pq  +  Qr  +  Rs  +  ttc.)ar, 
et  la  variation 

y'=Mx  +  Ny  +  Pp+ Qq  +  Rr +  etc^ 

« 

Ainsi  tout  consiste  à  trouver  les  valeurs  des  variations  p, 
{/y  r,  etc. 

Or  p  étant=^,  on  aura 


_(y^pxy  +p'x _(y^pxy  ,     >: 


à  cause  de  ^  =  </. 
On  peut  faire  ici  x'  =s  1 ,  et  l'on  aura  amplement 


p=(y-^pxy  +  qx. 


•     ■>, 
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De  même  q  étant  =:  ^  ^  on  aura 


.  _ £^ _  p'i'  _  j/'-q^ _ G  —  q'ooy  +  rf^ 


V 

Maia  la  valeur  de  p  donne 


P— 9^7=3  (jr—px)  ; 

donc  faisant  cette  substitution  ^  et  supposant  â/  s:  i  ^  ce  ppk 
est  permis  ici^  il  viendra 

c 

On  trouvera  de  la  même  manière 

r=(j^  — px/  +  5i, 

et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  substitutions,  la  variation  P'  deviendra 

(itf +  P9  +  Çr  +  «j  +  etc.)i 
+  7Vj;  +  P(j?— piy+Ç(^-px)''+/ÎCy  — P^/+etc. 

s=  (itf  +  iVp +  1^  +  Ç»"  +  fl^  +  etc.)  X 

+ivcy-px)+P(y-piy+ç(y-p^)'+«Cy-pi)" 

+  etc. 
Or  on  a  prouvé  ci-de^u^ 

ilf+iVp+^g  +  Çr  +  etc.  =  p^: 
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d*ailleur8  p  ^^  ;  donc  faisant  ces  substitutions ^  et  supposant 
ici  x^  =  1  ^  on  aura  simplement 

+  qO  -y^y +^0  -y^y + ^tc. 

C'est  la  valeur  complète  de  la  variation  de  /^,  déduite  des  yih 
nations  de  x  et  de  y  et  de  leurs  dérivées. 

Mais  on  a  vu  qu'il  faut  mettre  F'a/  à  la  place  de  p^;  donc  ou 

aura  /V  -f-  ^^'  à  substituer  à  la  place  de  /^dans  les  formule^ 

données  plus  haut  ;  donc  mettant  ici  la  valeur  dç  y  ifp^Q^ 
vient  de  trouver,  et  observant  que 

on  aura ,  en  faisant  j/  =  i ,  le  même  résultat  auquel  on  est 
parvenu  ci-dessus  par  une  autre  voie. 

Au  reste  en  regardant  la  quantité  ^  comme  une  fonction  de 
x^yet  de  leurs  dérivées  j/,  x",  etc.  ,y,  y,  etc. ,  on  pourra 
traiter  les  variations  de  x  comme  on  a  fait  celles  de  y. 

Dans  ce  cas ,  la  fonction  ^  étant  représentée  par 
/(x,  af,x\  etc.  ,yyy\y%  etc.) 
on  trouverait  les  termes 

à  ajouter  à  la  variation  /^;  et  en  désignant  ces  termes  par  la 
formule 

nx  +  P^  +  9^  +  ^-3^*  +  etc. , 
on  parviendrait  par  des  opérations  relatives  à  la  variation  x 

4 
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et  aaloçKS  à  nifls  :qi  la  a  ^npiuyess  jour  la  vadadoa  jr , 

Tt— J  ^T*  — •^^ «te  3i. 


c-v— i' T  î" — ^ -i"  «c.  :  ; 


LiTrscixe  v  "St  csnaee  ane  5Ljni:::nii  de  r  ^  «t  qa'on  peut  psr- 
cmiMîqiLt&it  Siire  ^  ^  l  ^  omis  ^^eiciiâ  «û  wiir  (çie  la  ^natioa 

ôm&aixes  cis  v  ft  x  .  demie  ^car  la.  ^e^s  (Ds  ^  cpi  ii^cst  pas 

,  Iaf:i3iiiltt 


(.V-  /•  ^  e — ^-«-  at  ]  :^*  — y- }■ 

K  £si±  dcac  2ii:r«  qize  la  firrsmie  ^rsosôesc»  CQÔicide  arec 
CtOeHii  2  ec  que  r  jh  zir  ^arcossiaçieat 


.x-z  -?-j'--' 


=r— v.v— p"  —  ^y — fl- —  «te.  } 

*  —  :/ -^  r' — '^ -^  *— =  2 

A  — /^ -h  ^  — /r-h  ctc,  =  :? 

qci  proylent  dt  la  ^arlatir.n  de  ^. 

En  effet ,  i;ocs  «irTGr^  dc,;a  trente  par  c=e  aotrv  Toie ,  daai 
la  leçoo  prèctde&te  ^  qoe  ces  eqcaticm  ciU  toisjonrs  lieu  à-la- 
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•  Un  des  avantages  du  calcul  des  variations  est  de  pouvoir 
{aire  varier  indistinctement  les  indéterminées  a:  ou^ ,  et  leurs 
différentielles;  et  l'identité  des  équations  du  maximum  ou 
.minimum,  déduites  de  Tune  et  de  l'autre  de  ces  variations  , 
a  été  un  des  premiers  résultats  de  ce  calcul  auquel  les  an- 
inennes  méthodes  n'auraient  pu  conduire.  Mais  les  démonstra- 
tions qti'on  en  a  données  dans  le  second  et  dans  le  quatrième 
volume  des  Mémoires  de  Turin ,  sont  moins  directes  que  celle 
qui  se  déduit  des  formules  qui  représentent  cette  double  va- 
riation ,  et  que  nous  venons  d'exposer  d'après  Euler.  Voyez 
le  tome  troisième  de  son  Calcul  intégral» 

Considérons  maintenant  le  problême  dans  toute  sa  généra- 
lité^ et  d'abord  soit^  comme  ci-dessus^ 

f^=fi^>y.y>y\y'>  etc.), 

on  aura 

iV=f(jy),  P=:f  Cy),  Ç  =>(/),  R^fXy').  etc. 
Soit,  de  plus,  pour  abréger, 

Y=fiy)  -  \JXy)J  +  Cf  (/)]'  -  [/'(>•)]•  +  etc. 

r. 

y=fxy)  -  [/'(/)]'  +y^iy')j  -  etc. 

Y=nf)-lf(iy')7  +  etc. 


r-ny^-^  etc. 

etc. 

l»a  variation  /^,  dans  le  cas  où  x  ne  varie  pas,  sefa 

r=ry  +  (Fj^y  +  (vyy  +  (r>y  +  etc. 

eu  les  termes  qui  ne  sont  pas  sous  la  forme  de  fonctions 
dérivées,  doivent  s'évanouir,  ce  qui  donne  d'abord ,  comai» 
on  l'a  vuf  l'équation  générale  Ksso. 


45S  C  À  L  C  V  L 

Ensuite ,  à  cause  de  /^=  Û',  on  aura  la  yariatioa  de  TS 

m  î  •  vr.  tir, 

i;=rjr  +  ry  +  ry+ etc. 

et  l'équation  aux  limites  sera 

Si  on  yeut  que  xyarie  en  même  temps  que  y,  on  chaa*^ 
géra  j^  en  y  — yi,  et  on  ajoutera  k  Ù  \t  terme  Fx. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  proposée  con^ 
tienne  une  troisième  variable  z,  avec  ses  fonctions  dérivées 
z',  z*,  etc.,  on  fera,  relativement  à  cette  variable,  desop^ 
rations  analogues  à  celles  qu'on  a  employées  pour  la  variaUd 

y  ;  et  la  valeur  de  /^,  en  supposant  x  invariable,  se  trouvfn 

composée  de  deux  parties  semblables  ^  Tnue  relative  à^, 

l'autre  relative  à  «. 

Ainsi,  en  supposant 

f^=f{j^.yfy\ff  «te.  z,  z\  z',  etc.). 


t  II 


et  conservant  les  expressions  de  Y,  Y,  Y,  etc.,  oa  fera,  ^ 
plus, 

Z=:fXz)  -  [/'(*')]'  +  C/C*')]'  -  Cf '(*•)]•  +  etc. 

z  =/'(*')  -  {fç/ys  +  C/'(0]"  -  etc.- 

Z  =/-(»«)  -  C/'(OT  +  etc. 


ITT 


Z  =fÇ2ri  —  etc. 
etc. 

«t  l'on  aura  sur-le-cbaitÀp 
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+ (iiy  +  {y^y  +  (z^t  +  etc, 


^.      Les  termes  J^^-f-Zz^  qui  ne  sauraient  être  des  fonctions 

^.  ^^riyées  exactes ,  tant  qne  yetz  ont  des  valeurs  arbitraires, 
1^;  doiyent  être  détruits^  ce  qui  donnera  d'abord  Téquation  gér 
'*'  iiérale 

à  laquelle  on  satisfera  de  difftêrentes  manières ,  suivant  que 
/|flS  variables^  et  :»  seront  indépendantes  lune  de  Tautre»  ou 
f  ^*elles  seront  liées  entr'eUes  par  des  relations  données. 

On  aura  ensuite^  en  prenant  les  fonctions  primitives^   4 
cause  de  jTzz:  l/',  Téquatioa 


i-  —   f 

S  - 


1,  tl._  TÎT, 


V:^  Yy+ry -i-ry-^.  etc. 

V 

C  '      1  .  II.  »". 

+  Zz+Zz'  +Zz''  +  etc.  ; 

e'est  la  videur  qu'i^  faudra    substituer  dans  l'équation   aui^ 
limites 

Si  on  veut   gçe  x  variç  au^si^  on  changera  y  et  z    en 
K   it^ry^PP,  xf'-'^z^x.^  e^  on  ajoutera  à  î/"  le  terme  F»^ 

j  Reprenons  Téquation  Ty  -f-  Zz  =  o.  S'il  n*y  â  aucune  re- 
^  lation  donnée  par  les  cqndjitions  du  problême  ,  entre  x  ety^ 
f'  .leurs  variations  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre^  et  on 
:^  ne  pourra  vérifia  Véquation  dont  il  s'agit  qu'en  faisant  sér 
;     parement 

yc=o,  Z  =  o> 
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deux  équations  qui  seryiront  à  détennin«r  jr  et  s  en  fine 
tionsde  x. 

Mais  ai  les  yariables^  et  z  étaient  liées  par  une  éqnadMi 
de  condition  entre  x,  y,   z,  que  nous  représenterons  par 

^(^,^*  *)  =  o; 

il  faudrait  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  s  en  x  et  jr, 
et  la   substituer  dans  l'expression  de   ^;  mais  pour  fàn 

usage  de  l'équation  Yy  +  Zz=io,  il  suffit  d'avoir  le  rapport 

entre  les  variations  ^  et  z;  et  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer que  la  relation  entre  les  quantités  x^y ,%  devant  sub- 
sister aussi  dans  l'état  varié ,  l'équation  F(x,y,  z)  =o  de* 

vrsL  avoir  lieu  aussi  en  y  mettant  x  ^  ix  an  lieu  de  x,  et 
y  ^  iy-i y  +  etc. ,  «+»  +  —*  +  etc.  au  lieu  de  y 

et  z,  quelle  que  soit  la  quantité  i.  D'où  et  de  ce  qui  t 
été  démontré  dans  les  premières  leçons ,  il  est  facile  decoii' 
'dure  que  les  dérivées  de  cette  équation^  relatives  aux  t>-- 
nations  de  x^y,  z,  devront  avoir  lieu  aussi.  Desorte  que 
l'équation  de  condition  F(x,y,  z)=zo  donnera  les  équationi 
variées 

^  (^>  J',  2)  =  o ,        F(po,y,  z)  =  o,  etc. 
Or  en  regardant  x  comme  invariable  ^  on  a 

F(x,  y,  z)  ^yF'Qy)  +  IF'Çz)  ; 

puisque   l'algorithme  des  variations  est  le  même  que  celui 
des  dérivées.  Ainsi  on  aura  l'équation 

d*où  l'on  tire  le  rapport  de^  kz,  lequel  étant  ensuite  soIh 
stitué  dans  Téquatioû  Ky  +  Zi  =  0  du  maximum  ou  mir. 
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nimum ,  donnera  celle-ci 

YFXz)'-ZFXy):=:o; 

Ipii  étant  combinée  avec  Téquation  de  condition  F(x,y, z)z=zo 
'  sertira  à  déterminer  les  valenrs  de  jr  et  s  en  x, 

Nous  avons  supposé  dans  le  calcul  précédent  que  x  ne  va* 
;  liait  pas.  Si  on  voulait  tenir  compte    des  variations  de  a; , 

^en  aurait  à  la  place  de  l'équation  13^  -|-  Zs  =  o ,  celle-ci  : 

Or  l'équation  de  condition  F(x,y,  z)  =  o  donnerait  d*an 
..c6té  Téquation  dérivée 

F' (x)  ^/F^iy)  +  ^'^{z)  =  0, 
.4»t  de  l'autre  Téquation  variée 

xF'  (x)  +yF'{y)  -^zF'Çz)  =  o; 

!^:  tnbstituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  F'{x) ,  tirée  de  la  pré«. 

V  cédente.  on  aura 

'  Cy  ^yi)F\y)  +  (i-  z'i)  F'(z)  =  o. 

3:     .  ' 

V  Et  cette  équation  combinée  avec  Féquation  ci-dessus,  don- 

^  nera  également  l'équation 

I        On  voit  par  là ,  en  général,  que  la  variation  de  x,  orn'influe 
|^-''que  sur  l'équation  aux  limites,  et  nullement  sur  l'équation 
générale  du  maximum  ou  minimum. 

Supposons  maintenant,  pour  embrasser  le  problême  dans 
toute  son  étendue  ,  que  l'équation  de  condition  entre  x,y^  z 
(Contienne  aussi  les  dérivées  de  jr  et  s  et  soit  en  général  de 
U  forme 
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^(*>y*y*/>«*^-    2,  «',»•,  etc.)  =  0, 
On  tirera  de  là  Téquation  yariée 

Pi^fy^y»/»^^^'    «,»',*%  etc.)  =  o, 

laquelle ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  yariations  dt^^  z^  ledi- 
yeloppera  ainsi  : 

yny)  +  y  F"  (y) +yny) + «te. 

+  «F'(*)  +  i'F'(a')  +  i^iTCft")  +  rtc.  =  o. 

Comme  les  dérivées  de  z  ne  paraissent  dans  cette  éqoatioi 
que  sous  la  forme  linéaire ,  il  est  possible  d'en  déduire  l'ex- 
pression de  2i  ,  en  employant  la  méthode  des  multiplicatenn 
et  prenant  successivement  les  fonctions  primitives;  mais  i§ 
cette  manière  on  entre  dans  des  calculs  longs  et  compliqués, 
et  il  est  beaucoup  pins  simple  d'employer  les  multiplicatenn, 
de  la  manière  dont  on  en  a  usé  dans  la  Mécanique  anaijf^ 
tique  qui  est  toute  fondée  sur  le  calcid  des  variations. 

On  se  contentera  donc  de  multiplier  le  premier  membre 
de   cette   équation  par  un  coefficient  indéterminé  A^  ^  et  ds 

l'ajouter  à  l'expression  précédente  de  la  variation  ^  en  ayant 
soin  en  même  temps  de  transformer  tous  les  nouveaux  term« 

de  manière  que  les  fonctions  dérivées  des  variations^  et  ibâb 
se  trouvent  que  dans  des  fonctions  dérivées  exactes  ^  comme 

on  l'a  pratiqué  à  l'égard  des  termes  de  la  valeur  de  f^.  Onan- 

ra  ainsi  une  nouvelle  expression  de  J^,    dans  laquelle    on 

«        •* 
pourra  maintenant  traiter  les  variations  de  y  et  z^  comme  in- 
dépendantes ,  à  raison  de  l'indéterminée  A. 

Soient^  pour  abréger^ 
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(n  :^  A  FXy  )  -  [xF'Cy  )T  +  [xF'(/)]^  -  etc. 
(F)  =  K  F^(y)  -  CaF'C/) J  +  etc. 

iY)=:hF'(j')—etc. 

etc. 

(Z)  =  ^  F'(2)  —  [kFXz')J  +  [AF'COr  -  etc 

(Z)  =  A  F'(2i')  —  [/JF"(2^0  J  +  etc. 

(Z)  =  A  F'(0  —  etc. 
etc. 

Les  termes  à  ajouter  à  l'expression  de  la  yariation/^^  seront 

iY)y+iZ)z 

Donc  ,   puisqu'on    peut  maintenant   regarder  les  yaria^ 

^^   tîons  ^  et  2  comme  indépendantes  ,  on  aura  d'abord ,    par 
i'   les  principes   posés  ci-dessus  ^  les  deux  équations  générales 
dn  maximum  ou  minimum, 

r+(r)  =  o,         z  +  (2)  =  o. 

entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  l'indéterminée  a;  et  l'é- 

3 nation  résultante ,  combinée  avec  l'équation  de  condition, 
onnera  les  yaleurs  de  j^  et  z  en  oC. 

Ensuite  la  variation  U  deviendra 

,U=(y+  (h  y+{Y+  ir))y'  +  etc. 
-f.  (i  +  (i))i  +  (Z+  iZ))k  +  etc. 


fi 

«  -        -t 


y' . 
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valeur  qu'on  sabstitaera  dans  l'éqaation  aux 

L\  —  L'.  =  o. 

Si  on  vent  avoir  égard  en  même  t.  mps  à  la  variation  de  x; 

on  ajoutera  k  Ule  terme  Fx,  et  on  changera  les  quantités 

y,z  et  leurs  dérÎTées  en  j^  —  fx^  z  —  z'x ,  et  dans  les  dé- 
rivées de  celles-ci. 
Il  faudrait»  à  la  rigueur ,  dans  ce  cas»  ajoutera  la  valeur 

de  F'  le  terme  K{xF(x,y, . . .)/,  d'après  les  formules  trouvées 
plus  haut  pour  la  valeur  complète  de  la  variation  dexfF(x,y,..,). 

Ce  terme  se  transforme  en  {\xF(x,y,. .  ^^ — ?/xF(x,y. , .); 
mais  il  disparaît  ici  en  vertu  de  l'équation  F(x,y, . .  )  =  o. 
Il  faudrait  néanmoins  le  conserver  si  l'équation  de  condition 

n'était  donnée  que  par  l'équation  variée  /'(x,  ^. . .)  =o. 

Dans»  l'équation  aux  limites,  on  pourra  regarder  aussi  les  va- 
•     •        • 
riations  x  ^y  et  z ,  ainsi  que  leurs  dérivées ,  comme  indépen- 
dantes ,  à  moins  que  la  nature  du  problême  ne  donne  aussi 
des  conditions  particulières  aux  limites. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  l'on  ait  une  ou  plusieurs 
équations  de  condition  entre  les  quantités  x,  y,  y,  y,  etc. 
z,  z',  z'',  etc. ,  rapportées  aux  deux  limites ,  c'est-à-dire 
entre  les  quantités  J^o>  yo,  y</,  yo",  etc.  Zo,  «o',  ^',  etc. 
Xi,yi,  yiyy"»  ®^c-  2i, ,  z/,  z,*,  etc.,  et  que  le  maximum 
ou  minimum  ne  doive  avoir  lieu  que  parmi  les  fonctions  qui, 
prises  entre  les  limites  données,  satisfont  à  ces  conditions; 
il  faudra  que  les  mêmes  équations  subsistent  dans  l'état  ya- 

rié ,  c'est-à-dire  en  y  mettant  ^+w^,J'  +  (y-J — ^+etc.; 


i^.. 


e  -|~  iz  -| —  z  +  etc.  à  la  place  de  Xy  y^  z\  parconséquent 

on  aura  aussi  les  variations  de  ces  équations^  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  plus  haut. 

Désignons  par 

^{pc.yyo,y<!,tlc.  z.,Za',etc.  a:,,jr,,^/,etc.«„Vjetc.)=o, 

une 


\ 
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une  de  ces  équations  de  condition  ;  elle  *  donnera  Féquation 
Tariée 

i.  *'  (x,)  +  >*'0'.)  +«,«'(2,)  +^.'*'  Cy.O  +etc. 
.     +  i.«'(a;,)  +i,*'Cy.)  +i.*'(z,)+i,'«'(y)+etc.=o. 

On  multipliera  cette  équation  et  les  autres  semblables  paùc 
des  coefficiens  indéterminés  a,  fi,  etc. ,  et  on  les  ajoutera  à 
réqnation  des  limites  données  ci-dessus^  après  quoi  on  pourra 
traiter  toutes  les  variations 


â^o,ii,io,JKo',>%  etc.  yi,y//y",  etc.  z,,z/,z,\  etc. 

comme  indépendantes  >  et  égaler  à  zéro  chacun  de  leurs  coef- 
ficiens y  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particulières  aux 
limites  qu*il  y  aura  de  ces  variations.  On  satisfera  ensuite  à 
ces  équations  par  le  moyen  des  coefficiens  arbitraires  « ,  fi,  etc. 
et  des  constantes  arbitraires  qui  entreront  dans  les  expres- 
sions àe  y,  z  en  x. 

A  regard  des  variations  z^yzj,  etc.  z,,zV,  etc.  il  est  bon 
de  remarquer  que  la  fonction  z  étant  donnée  par  une  équa- 
tion dérivée ,  si  cette  équation  est  de  Tordre  n  par  rapport 
à  z,  les  valeurs  de  z ,  z',  z'',  etc.  zC«— 0^  correspondantes  à 
une  valeur  donnée  de  x,  seront  arbitraires ,  et  devront  êtro 
déterminées  par  les  conditions  du  problême.  Ainsi,  en  rap- 
portant ces  valeurs  à  la  première  limite ,  il  faudra  regarder  les 
quantités  »o>  *©'>  e^c.  z^^"""')  comme  des  fonctions  données 

de  Xot  yo^yjf  etc.;  donc  les  variations  z©,  Zo',  etc.  seront 
aussi  données  en  fonctions  de  Xc,yo>yà>  etc.  multipliées  par 

les  variations  Xoj^oiJ'o'*  etc.    Alors   les  variations    Zi,z/, 

z/',  etc.,  qui  se  rapportent  à  la  seconde  limite ,  seront  absoi 
lument  indéterminées ,  et  il  faudra  les  faire  évanouir  en  éga 
lant  leurs  coefficiens  à  zéro. 

On  pourrait  demander  que  la  fonction  z  donnée  par  Véqnar 

Gg 
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tion  de  condition  fut  elle-même  un  maximum  ou  un  minà^ 
mum.  Il  n*y  aurait  alors  qaà  supposer  U=:z^  et  parconsé- 
quent  f^=:xf. 

On  aurait  donc  dans  ce  cas 


ny)=o.  nyy^.  etc.  /'(*)=»,  f(xry=i,  /'(O=oetc. 

Donc 

f  r  II 

y=o,     K=o,  etc.    ^î=:o,    2r  =  i,    Z^=,o,  etc. 

Les  équations  générales  du  maximum  ou  minimum  se- 
raient donc  simplement 

(r)  =  o,     (Z)  =  o. 

On  aurait  ensuite 

^'=(hy  +  (^:!/'+etc. 

+  (i  +  (Z))z  +  (Z)i'4-  etc. 

L'équation  (Z)  =:=  o  servira  à  déterminer  la  variable'  x ,  et 
l'équation  (  K)  =  o  ^  combinée  avec  l'équation  donnée 
JP(x,  y,  y,  etc.  z,  z',  etc.)  =  o  ,  donnera  la  valeur  de  y 
en  X.  Soit  z^"^  la  plus  haute  dérivée  de  z  qui  entre  dans 
cette  équation ,  l'équation  (Z)  =  o  sera  linéaire  et  de  Tordre  n, 
par  rapport  à  a  ;  la  valeur  de  a.  contiendra  donc  autant  de 
constantes  arbitraires  et  linéaires  aussi ,  qui  serviront  à  faire 

évanouir  les  variations  z, ,  z/,  etc.  dans  l'équation  des  limites; 

les  variations  z^,  z/,  etc.  étant  censées  données  par  la  nature 
du  problème,  comme  nous  venons  de  le  remarquer. 

Il  faudra  donc  déterminer  ces  constantes  de  manière  que 
l'on  ait 

1  II  111 

i+(Z,)  =  o,     (Z0  =  o,     (Z,)r=o,etc. 

et  on  remplira  ces  conditions  en  faisant  simplement 
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Al  =0  , .  x'i  c=o,  etc.     AiC"-0  =  o, 

et  de  plus  f 

AWF'(aC«))i  +  i;=o. 

% 

Ceci  revient  à  la  solution  dohnée  dans  le  tome  quatrième 
des  Mémoires  de  Turin. 

En  général  soit  V  une  fonction  quelconque  des  variables 
X  ^  y,  z,  t,  etc.  et  de  leurs  dérivées  d*un  ordre  quelconque , 
à  Texception  de  x,  dont  la  dérivée  soit  supposée  Tunité;  et 
6oient  £r  ^=  o,  ifcf  =  o,  etc.  des  équations  de  condition  entre 
ces  variables  et  leurs  dérivées,  dont  le  nombre  ne  surpasse 
pas  celui  dés  variables  diminué  de  deux  unités ,  afin  qu'il 
reste  des  relations  indéterminées  entre  les  mêmes  variables. 

Le  problême  de  maximis  et  minimis,  dont   il  s*agit  ici 
consiste  à  déterminer  ces  relations  de  manière  qi,ie  là  fonc- 
tion primitive,  de  ^devienne  un  mxiximum  ou  un  mmimum 
entre  des  limites  données^  correspondantes  à  des  valeurs  don- 
nées de  0?.  • 

Pour  le  résoudre  de  la  manière  la  plus  générale ,  on  cher- 
chera les  variations  des  fonctions  F'y  L ,  M ^  etc. ,  dues  aux 
variations  de  ^,  2J,  f,  etc.,  et  désignant  ces  variations  par 

^,  jL,  iÉT,  etc.,  on  considérera  la  formule 

dans  laquelle  K^  ft,  etc.  sont  supposées  des  variables  indé- 
terminées. 

On  fera  sur  cette  formule  les  transformations  enseignées 

plus  haut ,  par  lesquelles  les  fonctions  dérivées  dies  variations 

•      •     •  •  ' 

y,  z^ii  etc.  ne  paraissent  plus  que  dans  des  termes   qui 

sont  des  fonctions  dérivées  exactes.  Elle  deviendra  ainsi  de 

la  forme 


i 
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i.        11,        III, 


£t  l'on  amrn  d'abond  les  équttioaf  généiaki 
r  =  o,    Z  =  o,    T=o,  etc., 
qui,  étant  oMBbîiiées  arec  les  cqualîoiif  de  oondîtioa 

la  =  o  ,    Jtf^  ^  c  y  etc.  y 
aerrînmt  a  détennioer  les  Tariabies  jr,  s,  I,  etc.  x,  fc,  etc. 


11.  an. 


(i:')=ï>+jy  +  iy  +  ete. 

•  .  if ,  m, 

+  Za  +Zzr+Zs'  +  etc. 

I    ,  II.  ITI, 

+  7Tt+r/  +  rr +etc. 
etc. 

on  anra  l'équatioii  anx  limites  (  L*.)  —  (L'o)  =  o,  a  laqaeDe 
on  devra  satisfaire,  indépendamment  des  yariationsjf ,  jr  »etc. 
«,  1^,   etc.  etc. 

Et  pour  tenir  compte  de  la  Tariation  de  x,   il  n'y  aura 

qu'à  changer  y^  i,  i  en  j'  — y^r,  2  —  a'i,  < —  ïx^  étalon- 

ter  à  la  yalenr  de  (17)  le  terme  Vx. 

Comme  la  natore  da  problème  pent  fonmir  aussi  des 
éqnations  de  condition  entre  les  variables  x^  y^  z^  t,  etc. ,. 
rapportées  à  ces  limites /désignons  par  A  ^=10 ,  B  =^0  elo. 
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^es  équations  de  condition,   de    manière  que  A^    B,   etc. 
soient  des  fonctions  données  de  a:o>  ^t>yoi yi,y<!,yx\eîc. 

On  formera  les  équations  yariées  A=zo^  È  z=:  o  ,  dues 
aux  variations  de  chacune  des  quantités  Xoy  a:,,  yo,  yt» 
yo,  yj\  etc.  on  ajoutera  ces  équations  multipliées  par  les 
coeffidens  indéterminés  «>  jS,  etc.  à  Féquation  aux  limites. 

On  aura  ainsi  Téquation 

(t/,)  —  (^Ûo)+AA+eÈ  +  etc.  =0, 

dans  laquelle  on  égalera  séparément  à  zéro  le  coei&cient  d# 
chacune  des  variations  dont  il  s'agit. 

Ces  formules  servent  à  répondlre  à  toutes  les  question^ 
où  l'on  cherche  des  maxima  ou  minima  absolus.  Voyons 
aussi  comment  on  y  peut  rappeler  les  questions  où  l'on  ne 
demande  que  des  maxima  ou  minima  relatifs,  c'est-à- 
dire  dans  lesquelles  la  fonction  primitive  d'une  fonction  don- 
née jie  doit  être  un  maximum,  ou  un  minimum  entre  des  II** 
mites  assignées,  qu'autant  que  les  fonctions  primitives  d'autres 
fonctions  données  ^  auront  des  valeurs  données  entre  les  mêmes 
limites. 

Soit  u  la  fonction  donnée  dont  la  fonction  primitive  doit 
avoir  une  valeur  déterminée  entre  les  limites  assignées. 
Supposons  que  s  soit  cette  fonction  primitive ,  ensorte  que 
l'on  ait  l'équation  /  —  u  =  o.  La  condition  dont  il  .s'agit 
consiste  en  ce  que  la  quantité  s^  —  ^o  doit  avoir  une  valeur 
donnée  ;  parconséquent  sa  variation  devra  être  nulle ,  ce  qui 

donne  l'équation  aux  limites  s^  —  ^o  =  o. 

Pour  introduire  cette  condition  dans  la  solution  générale 
du  problême  de  maximis  et  minîmis,  je  regarde  l'équation 
/  —  u  =z  o  comme  une  équation  de  condition ,  et  je  la  traite 
comme  les  équations  de  condition  Zr  =  o,  M=zo,  etc.  Je 
multiplie  par  un  coefficient  yanable  et  inâéterminé  0*  la 
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riation  i'— «,  et  je  r<qoiite  à  la  formule  générale  /^-)-aZ-}-  etc.  ; 

•»  • 
lai 

trj^^(s'  —u)  +  xZ  +AtiÉr  +  etc. 

Le  terme  «•/  se  transferme  en  ceux-ci:  («)' — ff'/;  et 
comme  ces  termes  sont    les    senls   qui   contiennent   la  ya-^ 

riable  s  y  la  yariation  s  donnera  d'abord  Téquadon  a'=o; 
d*où  Ton  tire  ff-^^a^  a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ensuite  l'autre  partie  (0*5)^  qui  est  une  dériyée  exacte , 
donnera  dans  l'expression  de  (LT)  le  terme  cs^  et  dansl'é-» 

quation  aux  limites  les  termes  a  (5,  —  ^o),  àcausede  tf'=cr. 
Mais  on  a  par  les  conditions  du  maximum  ou  minimum  re- 
latif; ^f  —  ^o  ^  o.  Donc  la  yalenr  de  (17)  ne  recerra  aucun 
changement. 

n  n'y  aura  donc  que  la  yariation  —  au  qui  deyra  être 
ajoutée  à  la  formule  générale,  ce  qui  reyient  à  substituer 
à  la  place  de  la  fonction  F'  la  fonction  P'-^-  au,  et  à  cher- 
cher les  conditions  du  maximum  ou  minimum  absolu  de  la 
fonction  primitive  de  7^—  oiz ,  a  étant  une  constante  quel- 
conque arbitraire. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  primi- 
tive de  F^  ne  devait  être  qu'un  maximum  ou  minimum  re- 
latif, en  supposant  que  les  fonctions  primitives  de  1/  et  f^  aient 
des  valeurs  déterminées  y  la  question  se  réduirait  au  maxi-- 
mum  ou  minimum,  absolu  de  la  fonction  primitive  de 
f^ — au  — il/,   ûf  et  b  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ce  résultat  s'accorde ,  comme  l'on  voit ,  avec  celui  quEuler 
avait  trouvé  par  la  considération  des  variations  des  ordon- 
nées successives  dans  les  courbes. 

Telles  sont  les  formules  générales  pour  la  solution  des  pro« 
blêmes  de  maximis  et  minimis  qui  dépendent  de  la  méthode 
des  variations^  et  l'on  voit  que  ces  formules  s'étendent  à  tous 
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les  cas  ;  mais  dans  chaque  cas  particulier  y  au  lieu  d  y  appli-^ 
quer  ces  formules,  il  sera  quelquefois  préférable  d'opérer 
directement  sur  les  fonctions  proposées ,  en  suivant  la  ^larcha 
que  nous  venons  de  tracer. 

Quant  à  la  manière  de  distinguer  les  maxima  des  minima , 
et  même  de  8*assurer  de  leur  existence  >  nous  avons  ya  qu'çUp. 
dépend  des  >yariations  du  second  ordre;  mais  nous  n'entre- 
rons pas  dans  un  détail  qui  nous  m)ènerait  trop  loin  ;  on  peut 
voir  d'ailleurs  ce  que  nous  ^yo9S  dit  là-dessus  dans  la  Théorie 
des  fonctions,  art.  xj5  et  auiv.  Nous  i:emarqujerQns  seule- 
ment qu'en  prenant  la  variation  du  se^cond  ordre  de  la  foncr 
tion  J^i  il  sera  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  du  second 

ordre  de  la  variable  j',  parcequeles  termes alFectés  de3'>  y^,  etc, 

dans  l'expression  de  P'  étant    les  mêmes  que   ceux   affectés 

de  jj  y  dans  /^,  ces  termes  doivent  disparaître  par  les  con- 
ditions du  maximum  ou   m^inimum ,   quelle   que  soit  la  va- 

•  •  • 

leur  de  y  y  ou  de  y.  Ainsi  oipi  aura  pour  la  yanation  du  se- 
cond ordre ,  les  mênaes  formules  que   dans  l'endroit  cité  ,    en 

changeant  seulement  y  en  a  et  parconséquent  aussi  les 
mêmes  résultats. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  piatière ,  nous  di- 
rons encore  un  mot  des  maxima  et  minima  qui  dépendent 
des  fonctions  de  plusieurs  variables.  La  première  question  de 
ce  genre  a  été  résolue  par  la  içéthode  des  variations,  dap^s 
le  second  volume  des  Mémoires  de  Turin.  Il  S''agissait  de 
trouver  parmi  toutes  les  surfaces  cmirbes  qui  sont  terminées 
par  le  même  périmètre,  celle  qui  est  la  plus  petite  possiMe;- 
problême  qui  est ,  par  rapport  aux  surfaces ,  ce  qve  Jes  pror 
blêmes  dont  on  vient  de  traites;:^  spnt  p^  rapport  au?:  lignes. 

En  nommant  z  l'ordonnée  perpendiculaire  aux  deux  abs- 
cisses a:  et  ^,  et  qui  est  censée  fonction. de  ces  deux-ci,  et 
désignant  par  des  traits  séparés  par  une  virgule ,  les  fonctions 
dérivée^  ;  de  .»,  prises  par  rapport  à,  x  ^y ,  comme  on  l'a 
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Eût  dans  la  leçon  dixHdenyième,  la  grandeur  on  là  quadr|^ 
tare  de  la  surface  est  exprimée  par  la  double  fonction  pii- 
mitive  de  la  formule 

prise  d*abord  par  rapport  à  une  seule  des  yariables  x^y,  et 
ensuite  par  rapport  à  l'autre ,  en  substituant  pour  la  pre- 
mière sa  yaleur  donnée  par  l'équation  du  contour  de  la  sur^ 
bce.  Ainsi  le  problême  consiste  à  trouver  la  foncticm  z  de 
X  et  y,  qui  rendra  cette  double  fonction  primitire  nnmaxii 
mum  on  un  Tninimum, 

Pour  le  rendre  plus  général,  nous  supposerons  qu'on  de- 
mande de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum  la  double 
fonction  primitive  d'une  fonction  donnée  de  x,  y,  z,  z'*,  z'\ 
%"',  a'»',  z*",  etc. 

Désignons  cette  fonction  par  V ,  de  manière  que  l'on  ait 
r^f{x,y,  z,  z'\  *",  z\  *V    a'',  etc.), 

et  soit  U  la  double  fonction  primitive  de  7^,  qui  doit  de- 
venir un  maximum  ou   un  minimum.    H   faudra,    par  les 

principes  établis  ci-dessus,   que  sa  variation   Û  soit    nulle. 

Or  V^"^  =  ^;  donc  prenant  les  variations  Û^"^  =  /^. 
Si  on  dénote  de  même  par  des  traits  placés  au  bas,  les 
fonctions  primitives,  ainsi  qu'on  l'a  indiqué  dans  la  leçon  trei- 
zième ,  on  pourra  passer  de  l'équation  précédente  à  celle-ci 

qui  estl  inverse  L/'  =  /^/,/  par  laquelle  on  voit  que  le  pro- 
blème consiste  à  rendre  nulle  la  double  fonction  primitive  de 

la  variation  /^. 

Or  on  en  a,  en  prenant  les  variations  de  z  et  de  ses  dérivées^ 


DES     FONCTION».  é{fi 

fonnule  que^  nous  représenterons,  pour  plus  de  simplicité,  par 
/'=  Li  +  ilfi"  +  Ny  -f.  Pz'^  +  Qi'/  Ji.Bif-\.  etc. 

On  fera  dans  cette  formule  les  transformations  employées 

plus  kaut-y  par  lesquelles  les  dérivées  de  la  variation  2  ne  se 
trouvent  que  dans  des  termes  qui  sont  de(§  dérivées  exactes^ 

Ainsi  le  terme  ilfa''  se  changera  en  (  Mz  )'* —  Jf "a  ,   le 

terme  iVa»'  se  changera  en  (iVz)''  —  A'»'z,  et  ainsi  des  au- 
tres ,  en  conservant  la  position  des  virgules  qui  séparent  les 
traits  relatifs  aux  variables  x  %Xy. 

De  cette  manière  on  aura  la  transformée 

>"=  (L^M''  — i\V +  p''>+ Ç'/ + /î,"  ^.etc.)  i 
+  (^Ml+Pi'^  —  P^'z  +  QaV  +  etc.  T 

+  (  A?i  +/{i''  —  B?'z  —  Q''i+  etc.  )''. 
«te. 

On  voit  d'abord  ici  qu'il  est  impossible  que  la  double  fonc- 
tion primitive  de  /^devienne  nulle,  quelle  que  soit  la  variation 

z ,  i  moins  que  les  termes  affectés  simplement  de  z  ne  dispa- 
raissent ;  ce  qui  donne  d'abord  l'équation  générale  du  maœi- 
'Tnum  ou  minimum 

Z.  _  «f ''- iV'' +  P"' 4- Ç''' +  fl''' +  etc.  =  o. 

La  premier^  ligne  de  ^expression  de  /^  étant  effacée,  si  on 
prend  maintenant  les  doubles  fonctions  primitives  de  part  et 
d'autre,  on  aura 

Comme  il  n'y  a  plus  ici  que  des  fonctions  primitives  simple». 
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chacune  d*elles  se  rapporte  uniquement  à  une  déa  yariabitt 
a*  >  y ,  en  regardant  Tautre  de  ces  variables  comme  déterminée 
par  l'équation  qui  donne  la  courbe  des  limites  entre  lesquelles 
le  maximum  ou  minimum  doit  avoir  lieu. 

Le  cas  le  plus  simple  est  lorsque  le  contour  de  la  sur&ce 
représentée  par  Téquation  en  x  ^  ^  ,  2 ,  est  sapgpsé  tont-a- 
fait  donné  et  invariable.  Alors  les  variaticms  de  s  et  de  aei 
dérivées  sont  nulles  relativement  à  la  courbe  de  ce  contour , 
et  parconséquent  aussi  dans  toute  l'étendue  des  fonctions  pri- 
mitives simples  de  la  variation  L/  ^  et  la  condition  de  17  =  0 
se  trouve  remplie  d'elle-même. 

L'équation  du  maximum,  ou  minimum  sera  donc,  en  snbs* 
tituant  les  valeurs  de  L ,  M,  etc. , 

+cr(*'')Tr+etc.=o 

qu*on  voit  être  du  genre  de  celles  que  nous  avons  considérées 
dans  les  leçons  19'  et  ao^ ,  et  dont  les  équations  piinxitîves 
contiennent  des  fonctions  arbitraires. 

Les  cas  plus  compliqués  se  résoudront  par  des  conâdérations 
analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  sur  les  problèmes  ou 
l'on  ne  cherche  que  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  donner  maintenant  quelques  applications  des  méthodes 
et  des  formules  que  nous  venons  d'exposer ,  nous  prendrons 
d'abord  le  problème  le  plus  simple  de  ce  genre,  qui  coji$iste 
â  trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  des  termes  donnés.  £a 
supposant  que  la  ligne  cherchée  soit  toute  dans  un  même  plan, 
et  prenant  x^  y  pour  ses  coordonnées  ,  la  longueur  de  la  ligne 
sera  exprimée  en  général  par  la  fonction  primitive  de  l'expres- 
sion ^'(i  -f-y*),  qui  étant  représentée  par  V^  onfÇx^y^y) 

donnera/  ( J^  )  =  o ,  /  Qy'  )  =         -^  .^y  Ainsi  l'équation 
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générale  du  maximum  ou  minimum  sera 


~Lî7(T+y*)J~"°* 


Ensuite  on  aura  U^=z — 7-*^- — tt^v,  et  Téquation  aux  limites 

«era  Z7,— î/o=o. 

L'équation  eénéraie  donne  tout  de  suite  — rr-^ — t-t  =  à 

une  constante  ;  d*où  l'on  tire  y-zrib  y  et  de  Iky  =  ia*+  c , 
i  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  ce  qui  est  l'équatioa 
générale  de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  ligne  étaient  données  ^  on  au- 

rait  ^0  =  0,  et  ^,  ;=  o  ;  parconséquent  l'équation  aux  limites 
aurait  lieu  sans  aucune  condition. 

En  général  l'équation  aux  limites  se  réduira  à  a(j^,— -yo)=:o, 

^  a  =  —77 r"TTT-  I^sorte  que  si  la  ligne  cherchée  devait 

être  terminée  des  deux  côtés  ou  d'uni  seul  par  des  lignes  per- 
pendiculaires à  l'ax^des  x  ^  les  variations y^yj^,  seraient  toutes 
les  deux  .  ou  une  seulement .  arbitraires  :  dans  l'un  et  l'autre 
cas^  l'équation  aux  limites  donnerait  £2=0,  et  parconséquent 
i  =  o;  ce  qui  réduit  la  jîigne  la  plus  courte  à  une  droite  pa- 
rallèle k  l'axe. 

Si  la  ligne  la  plus  courte  devait  être  terminée  de  part  et 
d'autre  par  deibc  l^nes  (iopçées  (droites  ou  courbes  >  il  faudrait 
alors  tenir  compte  <hns  l'équation  «Eux  limites  des  variations 
de  a;  et  j'  à  la  fois.  Il  &udra  donc  mettre  dans  l'expression 

à»  Vy  y  — ^x  à  la  place  de  ^,  et  y  ajowter  le  terme  f^x,jOn 
aura  ainsi 


jfT^  C  A  L  c  r  t 

•t  réduisant 


L*éqiiatîon  aux  limites  étant  I^,— ]7e=Oy  si  on  suppose  qne 
les  denx  limites  soient  indépendantes  l'une  de  rantre  ,  on  ann 

séparément  L'o=o  et  L'i  =  o;  et  parconséqoent 

yojTo  +  io=  G  i        y\yi  +  X.  =  G. 

Soit  maintenante  (j?»  y) =o,  l'équation  de  la  ligne  qm 

forme  la  première  limite ,  elle  donnera  l'équation  variée  xtfÇx} 

+y^'iy)=o\  mais  elle  donne  aussi  l'équadoii  dérivée 
^(•^)+/  ^Xy)'=^  >  desorte  que  la  combinaison  de  ces  denX 
équations  produira  celle-ci: 

y  — yi  =  G. 

n  £ïut  remarquer  i  l'égard  de  cette  équation,  que  les  lÊe^ 

nations  x,y  sont  censées  les  mêmes  que  ceDes  que  nous  avons- 

désignées  ci-dessus  par  x^  ^y^ ,  parceque  ce  sont  les  yariatiost 
des  coordonnées  x,  y  à  la  première  limite;  mais  la  dérivée  y 
n'est  pas  la  même  que  la  dérivécy^,  quoiqu'elles  se  rapportent 
toutes  les  deux  au  même  point  ;  car  celle-ci  se  rapporte  à  Ta 
ligne  la  plus  courte ,  et  exprime  la  tangente  de  l'angle  qne 
la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  l'axe  ;  au  lieu  que  l'autre 
se  rapporte  à  la  ligne  qui  sert  de  limite  ^  et  exprime  de  même 
la  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec 
le  même  axe.  Nous  déngnerons  cette  dérivée  par'  (y) ,  et 
appliquant  le  chiffre  o  au  bas  de  chaque  lettre  pour  la  rap- 
porter à  la  première  limite ,  l'équation  pr^édente  deviendra 

yo — (y)oio  =  o. 

Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les 
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ir^Iations  y^  et  x^  \  ainsi  substituant  dans  l'équation 

y^y^  +  ^o  =  o  de  la  prenùère  limite^  la  valeur  dAy^XirQ^  de 

'  réquation  précédente,  on  aura  (j  o(y  )o+i)^=0;  et  par- 
conséquent  y  o  (y  )o  +  1=0. 

Ory©  et  (y  )o  étant  les  tangentes  de  deux  angles,  on  sait 
que  la  tangente  de  la  différence  de   ces  angles  est  exprimée 

par  la  formule  -^ — az  /t  ;  donc  puisque  ici  le  dénomina-* 

i+yo(y)o 

teur  devient  nul ,  et  parconséquent  la  tangente  infinie  ,  il  s'en- 
•uit  que  la  différence  des  4eux  angles  dont  il  s*agit,  sera  égak 
à  un  angle  droit. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  deux  lignes ,  celle  qui 
doit  être  la  plus  courte ,  et  celle  qui  forme  sa  première  li- 
mite ,  doivent  se  couper  à  angles  droits. 

Et  comme  Téquation  à  la  seconde  limite  est  tout-à-fait 
•emblable  à  Féquation  pour  la  première ,  on  trouvera  néces- 
sairement le  même  résultat  relativement  à  la  seconde  limite; 
c'est-à-dire  que  la  ligne  la  plus  courte  devra  aussi  couper 
a  angles  droits  la  ligne  qui  formera  la  seconde  limite. 

On  satisfera  à  ces  conditions  par  le  moyen  des  équations 
Vo  (y)o  +  1=0  et  y»  (y  )i  +  1  =:o,  et  des  constantes  ar- 
bitraires b ,  c ,  ce  qui  n'a  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant,  pour  donner  plus  de  généralité  au  pro- 
blême, qu'on  demande  la  ligne  la  plus  courte  ;  sans  la  condition 
qu'elle  doive  être  toute  dans  le  même  plan  ;  en  prenant  x , 
y ,  z  pour  les  trois  coordonnées,  dont  deux^  et  2  sont  censées 
fonction  de  la  troisième  x ,  on  aura  la  fonction  i/(i-|.y^-|-i2'^) 
dont  la  primitive  exprimera  la  longueur  de  la  ligne  cherchée , 
et  devra  parconséquent  être  un  minimum. 

Faisant;  donc 

7^^1/(1 +y+/^), 
•n  anr» 


1 
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^l' 


formnle  qui,  par  les  principes  établis^  se  transforme  en 
celle-ci  : 

d'où  l'on  tire  ponr  Téquation  générale  du  minimum  , 

•yv; 


(^)Mr)'-" 


et  ensuite  pour  Téquation  aux  limites 

Supposons  d*abord  que  la  ligne  la  plus  courte  ne  soit  assit* 
jétie  à  aucune  condition  dans  toute  son  étendue  ;  il  faudra 

alors  que  les  variations  y  et  z  demeurent  indéterminées ,  ce 
qui  donnera  les  deux  équations 


/  V  '  >-    _/  V   ^ 


(f)  =  o    et     (|.)  =  o. 

d*où  Ton  tire 

^  =  «>  Jr—^y 

a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires  ;  et  comme 

^s^V^  (  1  +y*  +  a'*) ,  il  s'ensuit  que  y'  et  z'  auront  des  va- 
leurs constantes  qui  étant  désignées  pai:  c  et  d^  donneront 
tout  de  suite 
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jf=:ca?  +  7ii,     z  =  dx  +  '>» 

m  et  n  étant  aussi  des  fonctions  arbitraires. 

Ces  deux  équations  font  voir  que  la  ligne  cherchée  est  une 
droite  dont  la  position  est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  l'équation  aux  limites ,  laquelle 
si  on  suppose  les  deux  limites  indépendantes  l'une  de  l'autre^ 

se  partage  tout  de  suite  en  ces  deux-ci  :  U^-szo ,  l/i  =  o  , 
savoir; 

équations  qui  auront  lieu  d'elles-mêmes^  si  les  deux  extrémités 
de  la  ligne  sont  supposées  données  de  position  ,  parcequ'alors 
les  variations  des  ordonnées  j^  et  z  seront  nulles  dans  ces,  deux 
points. 

Mais  si  la  ligne  la  plus  courte  doit  être  comprise  entre 
deux  Ugnes  données;  alors  il  faudta  y  comme  nous  l'ayons 
\    fait  plus  haut ,  tenir  compte  des  variations  des  coordonnées  x^ 
1     y.  2  à  l'une  et  à  l'autre  de  ses  extrémités. 

Pour  cela  y  ^  il  faudra  d'abord  ajouter  à  la  valeur  de  U  le' 
•  •       •       •  • 

■    terme  f^Xy    et  y  changer  en  même  temps  j^  et  z  en  y  — y  ^9 

z  — z'x.  On  aura  ainsi  à  cause  de  /^*=  1  +y*+î&'%  après  les 
réductions 

€t  les  deux  équations  aux  limites  t/.=o,  ^^1=0  deviendront 

^o  +/«  J?o  +  z'o  2o  =  o 
Xi  +yi  J^i  +  z\  Zi  =  o. 
Supposons  que  la  première  limite  soit  une  courbe  dont  les 
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deux  équations  soient 

la  première  de  ces  équations  donnera,  ^ttwnmm^  nous  rafoai 
Ta  plos  hant,  l'équation  yaiiée 

et  la  seconde  donnera  de  m&ne 

Tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  ^o  ^  ^  >  et  les 
substituant  dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus , 

on  aura  (i+yo(y)o+«^o(«')o)^o  =  o*  «t  comme  lava- 
riation  x^  doit  demeurer  indéterminée ,  il  en  résultera  cettt 
«quation  de  condition  pour  la  première  limite 

à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d*une  des  constantes 
arbitraires  c ,  d,  Tautre  devant  être  indéterminée  par  Téq^a- 
tion  de  condition  de  la  seconde  limite ,  laquelle  sera  de  même 

Mais  si  on  veut  savoir  ce  que  ces  équations  représentent,   , 
il  n'y  a  qu'à  se  rappeler  que  dans  la  théorie  du  contact  des 
courbes ,  on  démontre  qu'en  regardant  les  dérivées  y^o  et  z\ 
comme  constantes^  les  deux  équations 

y=y^x  +  iA,  z  =  z\x  +  f, 

où  (JL  et  V  sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à  x  et  ^ , 
représentent  la  ligne  droite  qui  touche  la  courbe  de  la  pre- 
mière limite  ;  et  que  de  la  même  manière  les  deux  équations 

représentent 
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représentent  la  ligne  droite  qui  touche  au  même  point  la  ligne 
la  plus  courte ,  w  et  p  étant  aussi  des  constantes  par  rapport 
à  jc  et  y. 

Or  dans  l'application  de  1* Analyse  à  la  Géométrie  ,  on  dé- 
montre que  les  deux  droites  représentées  par  ces  équations, 
si  elles  se  coupent ,  font  entr' elles  un  angle  dont  le  cosinus  est 

(^  ployez  les  feuilles  d'Analyse  de  Monge),  Donc,  puisque 
dans  le  cas  présent,  le  numérateur  de  cette  expression  devient 
nul,  il  s'ensuit  que  l'angle  des  deux  droites  sera  droit  \  parcon- 
séquent  il  faudra  que  la  ligne  la  plus  courte  coupe  à  angles 
droits  la  courbe  qui  forme  la  première  limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à  une  conclusion  sem- 
blable pour  l'autre  limite.  D'où  il  résulte  que  la  ligne  la  plus 
courte  qu'on  puisse  mener  entre  deux  courbes  quelconques 
est  toujours  la  droite  qui  coupera  ces  courbes  à  angle  droit. 
Ce  théorème  est  connu  depuis  long-temps  et  se  démontre  de 
différentes  manières  ;  mais  aucune  n'est  aussi  directe  que  celle 
que  fournit  l'analyse  précédente. 

Mais  si  au  lieu  d'une  simple  ligne ,  il  y  avait  une  surface 
pour  servir  de  limite  à  la  ligne  la  plus  courte ,  désignant  par 
^(^Xyyy  a)  =  o  la  surface  de  la  première  limite,  elle  donne- 
rait cette  équation  variée 

qu'il  faudrait  combiner  avec  l'équation  de  la  première  limite 
trouvée  ci-dessus 

Substituant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  âe  x^  tirée 

llh 
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4e  celle-d  ^  on  aura 

d*où  ,  à  cause  que  les  variations  y^ ,  z^     doivent     demeurer 
indéterminées ,  on  tire  ces  deux-ci  : 

^'Cy  )  — /o^'C*)  =  O'  ♦'(*)  — 2>'  (^)  =o  , 

auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  deux  des  constantes  arbi- 
traires de  la  ligne  la  plus  courte. 

On  trouvera  deux  équations  semblables  pour  la  seconde  li- 
mite ,  si  elle  est  aussi  formée  par  une  surface  donnée. 

Pour  voir  maintenant  ce  que  signifient  ces  équations ,  on 
remarquera  que  Féquation  de  la  surface  ^(^x^.y^  2)=o 
donne  la  dérivée 

a/4>' (x) +y 4/ Qy  ) -I- aV  (a)  =  o , 

dont  la  primitive  ,  en  regardant  les  coefficiens  de  x^ ,  y^  t! 
comme  constans^  savoir 

représente  le  plan  tangent  à  cette  surface ,  comme  on  le  sait , 
par  la  théorie  des  courbes  ;  tt  étant  une  constante  arbitraire  , 
par  rapport  à  x  ^y  ^  z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  O^  (y  )  et  ^\z) 
tirées  des  deux  équations  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra  , 
en  la  divisant  par  *'  (  a?  )  qui  est  regardée  ici  comme  cons- 
tante^ 

D'un  autre  côté  on  sait  que  cette  équation  représente  aussi 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  équations  seraient 

y  =y.x  -t- 1^  ,     z  =  z\x  +  Vy 
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(  voyez  les  feuilles  citées  )  les  quantités  y^^  et  z\  étant  regar- 
dées ici  comme  constantes  ^  ainsi  qiiea  eXv,  Donc  puisque  ces 
équations  sont  celles  de  la  tangente  à  l'extrémité  d  e  la  ligne  la 
plus  courte  ,  que  nous  regardons  en  général  comme  une  courbe 
quelconque ,  il  s'ensuit  que  les  deux  équations  doûnées  plus 
haut  expriment  que  la  ligne  la  plus  courte  doit  rencontrer  la 
surface  donnée  à  angles  droits. 

£t  comme  la  même  conclusion  aurait  lieu  aussi  pour  l'autre 
limite ,  si  elle  était  formée  par  une  surface  ;  il  en  résulte  que 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  surfaces  données ,  sera  en- 
core la  droite  qui  rencontre  ces  surfaces  à  angles  droits. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  cherché  que  la  ligne  la  plus  courte 
parmi  toutes  les  lignes  possibles  qu'on  peut  mener  entre  des 
points ,  ou  des  lignes ,  ou  des  surfaces  données  ;  problême  que 
la  simple  géométrie  peut  résoudre ,  parcequ'on  sait  que  dans 
un  plan  la  ligne  la  plus  courte  est  la  ligne  droite.  Mais  si  on 
demande  en  général  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface 
quelconque  donnée  ,  le  problême  dépend  alors  essentiellement 
de  la  méthode  des  variations ,  et  les  formules  trouvées  ci- 
dessus  s'y  appliquent  avec  la  même  facilité. 

Soit  F(a: ,  j^,  a)  =o  l'équation  de  la  surface  donnée, 
elle  donnera  l'équation  variée 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  générale  du  maximum 
ou  minimum  trouvée  plus  haut 

(^)>+(i)'i=o 

produit  celle-ci 

(0XF'(O-(j=)'xF'(y)  =  o 

pour  l'équdtion  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  donnée 

a 


484  G   A  L  C   U   L 

Ensuite  on  aura  1  équation  aux  limites  l/i  —  U^'rzo  ,  dans 
laquelle  on  a  en  général 

r     ' 

et  si  Ton  veut  avoir  égard  aussi  à  la  variation  de  x  ,  on  aura 


_x4-yy^zz 


0=  -  -„-  •' 


comme  on  Ta  trouvé  plus  haut. 

.  Il  faudrait  ici  substituer  pour  2  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion variée,  xF' (x) +^f"'(y) +âF'(z)  ac  o.  Mais  en 
dFaisant   abstraction    de   la  surface  ,  l'expression  précédente 

de-  TJ  conduit  directement  aux  mêmes  conclusions  qu'on  a 
trouvées  plus  haut  relativement  aux  limites ,  c'est-à-dire  qu« 
la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  donnée  ,  devra 
aussi  couper  à  angles  droits  les  courbes  qui  lui  serviront  de 
limites. 

A  l'égard  de  la  nature  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  Une  sur- 
face ,  elle  jouit  d'une  propriété  particulière  et  caractéristique, 
par  laquelle  on  peut  la  déterminer  indépendamment  de  la  con- 
sidération du  minimum  ;  c'est  que  ses  rayons  osculateurs  sont 
tous  perpendiculaires  à  la  surface.  En  effet  il  est  clair  que 
cette  ligne  doit  être  celle  suivant  laquelle  se  dirigera  un  fil 
tendu  sur  la  surface  donnée ,  et  il  est  facile  de  concevoir  en 
même  temps,  que  le  fil  tendu  ne  peut  être  en  équilibre  qu'au- 
tant que  la  pression  résultante  de  la  tension ,  et  dont  la  direc- 
tion est  suivant  le  rayon  osculateur ,  sera  perpendiculaire  à 
la  surface.  Pour  voir  comment  la  propriété  dont  il  s'agit  ré- 
sulte de  l'équation  trouvée  pour  la  ligne  la  plus  courte  ,  nous 
remarquerons  d'abord  que  l'équation  du  plan  tangent  à  la 
surface  représentée  par  l'équation  FÇ^x ^  y ,  z)  =zz  o  est, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
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les  fonctions  F'  ( a?)  ,  F'  Qy)  ,  ^'(z)  étant  regardées  comme 
constantes ,  ainsi  que  la  quantité  et. 

Nous  remarquerons  ensuite  que  si  on  représente  par 

X  -f-  ^y  +  i^z  +  c  =  o , 

réquation  du  plan  du  cercle  osculateur  d'une  ligne  à  double 
courbure,  il  faut  que  cette  équation  et  ses  deux  dérivées, 
prime  et  seconde ,  aient  lieu  en  prenant  les  coordonnées  x , 
^ ,  z  du  plan  pour  celles  de  la  courbe  donnée  ,  et  en  regar- 
dant dans  la  formation  des  dérivées  les  coefliciens  j4,  B,  C 
comme  constans  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  du  contact 
des  courbes  exposée  dans  la   Théorie  des  Fonctions. 

On  aura  donc  ainsi  les  deux  équations  dérivées  dans  les- 
quelles a:'  =  1  , 

i  +  Ay  +  Bz'  =  o,    Jy"  +  Bz"  =  o. 

La  dernière  donne  j5  =:  —  — ^ ,  et  cette  valeur  étant  sub- 

z 

stituée  dans  la  précédente ,  on  aura 

Nous  remarquerons  de  plus  qu'il  suffit  que  le  plan  du  cercle- 
osculateur  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface , 
pour  que  le  rayon  osculateur  soit  perpendiculaire  à  la  surface , 
parceqne  ce  rayon  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la 
courbe  tracée  sur  la  surface. 

Or  on  démontre  encore  dans  l'application  de  rAnal)'^se  à 
la  Géométrie  (  voyez  les  feuilles  déjà  citées')  que  la  conditioa. 
pour  que  deux  plans  représentés  par  les  équations 

aF'  (r  )  +  y  F'  (j  )  +  zF'  (z)  +  a  =r  o 
x-i-Jy  +  Bz+C^o 

5- 
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se  coupent  à  angles  droits ,  est  renfermée  simplement  dani 
l'équation 

L'équation  de  la  surface  FÇx^y,  a)  =  o  donne  aussi  Téquation 
dérivée  F'(  x)  +  /F'(^)  +z'F'  (z)  =  o,  d'où  l'on  tire 
F'  (x)  ^  —y  F'  (^y)—z'F\zy  Cette  valeur  substituée 
dans  l'équation  précédente  ^  donnera  celle-ci 

laquelle ,  en  substituant  les  valeurs  de  ^  et  ^  trouvées  ci- 
dessus,  devient 

(* -y  («y-y*'))  /^'(y)  -(/+ *'  (*'/-/»•))  F'(fi) = o. 

Or  si  on  divise  le  coefficient  de  F'  (j^)  dans  cette  équation , 
par  V* y  V  étant  1/  (  1  +  J''  +  2^'*) ,  on  a  la  dérivée  de  •=, 

et  de  même  le  coefficient  de  F'  (2)  divisé  par  V^  devient  la 

dérivée  àe^,  comme  il  est  facile  de  s* en  assurer  par  le  calcul. 

3 
Donc  en  divisant  toute  l'équation  par  7^%  elle  pourra  se  mettre 

sous  la  forme  (  •=  j  F^  iy)  —  (7f)^(2)  =  o,  qui  est  la 

même  que  celle  de  l'équation  que  nous  avons  trouvée  pour 
la  ligne  la  plus  courte. 

Clairaut  a  remarqué  le  premier  dans  les  Mémoires  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  ij'S5  y  que  ,  quelle  que  soit  la  figure 
de  la  terre ,  la  ligne  qu'on  y  tracerait  en  plantant  continuel- 
lement des  piquets  perpendiculaires  à  l'horizon ,  de  manière 
qu'ils  soient  effacés  les  uns  par  les  autres  ,  comme  on  l'a  pra- 
tiqué dans  la  description  de  la  perpendiculaire  à  la  méridienne 
de  Paris  ,  aurait  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre 
tous  ses  points.  Ainsi  la  détermination  de  cette  ligue  dépend 
de  l'équation  générale  qu'on  vient  de  trouver. 
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En  supposant  que  la  terre  soit  un  sphéroïde  de  révolution , 
si  on  prend  Taxe  des  x  pour  Taxe  de  la  terre  ,  dont  le  centre 
soit  l'origine  des  coordonnées ,  et  qu'on  nomme  r  l'ordonnée 
de  la  courbe  des  méridiens ,  on  aura  r^\/  (j'*+^*)-  -Donc 
si  F(a:,  r)  =  o  est  l'équation  de  cette  courbe ,  elle  devien- 
dra celle  dé  la  surface  du  sphéroïde  ,  en  y  substituant. . . . 

^(y^  +  z^)  pour  r  ;  et  à  cause  de  /  =:«22I_L ,  on  aura 


F* 


desorte  que  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  le  sphé- 
roïde ,  deviendra 


(^)'"-(F)'-y=°' 


laquelle  est  du  second  ordre  ,  mais  dont  la  primitive  du  pre« 
mier  ordre  est 


2:lzLï£=a 


r 

a  étant  une  constante  quelconque.  Cette  équation  combinée 
avec  l'équation  F  {^x  ^r)-=:z,Oy  suffira  pour  construire  la  courbe. 

Ce  problême  est  traité  avec  beaucoup  de  détails  dans  le 
quatrième  volume  dd^  ouvrages  de  Jean  BemoulU.' 

Le  problême  de  la  ligne  la  plus  courte  conduit  naturellement 
à  celui  de  la  surface  de  la  moindre  étendue.  Nous  avons  déjà 
vu  plus  haut  que  l'on  a  alors 

d'où  l'on  tire  la  variatioa 

4 
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laquelle  étant  comparée  à  la  formule 


:• 


Lz  +  Mz'y  +  Kz 
domie 

z'»  z^ 

et  de  là  résulte  Féquation  générale 


(r)+(^)  = 


o. 


Cette  équation  y  en  effectuant  les  dérivations  indiquées  ^  se 
réduit  à 

or  en  prenant  successivement  les  dérivées  par  rapport  à  x  et 
àj^^  on  trouve 

rV'  =  tI^z"^  +  z-^'t!^ 
fV^^^'^+z^z-^', 

déserte  qu'en  multipliant  l'équation  précédente  par  7^,  et 
substituant  les  valeurs  de  ^*,  VF'\  FV'' y  on  aura  aprè* 
le»  réductions. 

Et  si  on  aime  mieux  employer  la  notation  proposée  à  la  En  de 
la  leçon  dix-neuvième  ,  on  aura  pour  l'équation  de  la  moindre 
suiface  , 

(■+(0)(7-)-'(è)(7)(é-) 


+(-H7)")(f.)=°- 
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Mange  et  Legendre  ont  trouvé  ,  par  des  méthodes  ingé- 
nieuses ,  réquation  primitive  de  cette  équation  du  second 
ordre  ;  mais  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présente ,  la  rend 
peu  susceptible  d'applications  utiles.  Voyez,  les  Mémoires  de 
l Académie  des  Sciences  de  1787. 

Pour  dojiner  encore  un  autre  exemple ,  nous  reprendrons 
le  problême  si  connu  de  la  bracristochrone ,  ou  ligne  de  la 
plus  vite  descente  ;  mais  nous  la  considérerons  dans  un  milieu 
résistant  comme  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse. 

Soient  les  abscisses  a:  dirigées  verticalement  de  haut  en  bas, 
et  parconséquent  les  ordonnées^  horizontales.  Si  on  nomme  g 
la  force  constante  de  la  gravité,  z  le  quarré  de  la  vitesse, 
et  ^z  la  fonction  de  la  vitesse  qui  est  proportionnelle  à  la 
résistance ,  les  principes  de  la  mécanique  donnent  T équation 

a'  — 2g'  +  fl(p2X  V'(i+y*)  =  o 

pour  la  détermination  de  z  ;  et  le  temps  qui  doit  être  un  maxi" 
mum  ou  un  minimum ,  est  exprimé  par  la  fonction  primitive 

de  1  expression  — ^ — ^^^     . 

\/z 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  générales ,   on 
aura 

y/z 

et  la  fonction  F(a:,  j',  )/,  2 ,  z'. . .  )  qui  étant  égalée  à  zéro , 
donne  Téquation  de  condition,  sera 

On  aura  donc 


49»  c  X  i,  aiii^ 


ff^^ 


^^'^'  -ï/t  •  -*-*** 


J 


Et  de  II 

finsnite  on  aoi»  rtjqiiadan  variée 
et  panjonséquenr 


r=-r ^ --T  ^= ^ r"' 

D'après  ces  valeurs,  on  aura  les  équations  généniei 

r+cnso-,  z  +  (Z)=o, 

et  l'équation  aux  limites 


D  E  s     F  O  N  C  T  I  O  N  s:  ^9^ 

en  faisant 

«y  =  (f-h(r))i  +  (2:  +  (Z))i; 

et  si  on  veut  tenir  compte  de  la  variation  de  x  ^  on  aura 

Les  deux  équations  générales  se  réduisent  à  celles-ci  : 

_V(d+ÏD.  +  aA^'z  X  1/(1  +y  )  -  X'  =  o , 

fla» 

dont  la  première  a  pour  primitive 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

n  faudra  substituer  dans  celle-ci  la  valeur  de  ^  tirée  de 
la  seconde  ;  ensuite  il  faudra  éliminer  z  par  le  moyen  de  l'é- 
quation de  condition 


et  réquation  résultante  enj^  et  x  sera   celle  de  la  courbe 
cherchée. 
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Comme  z  rqjrt^CTîte  le  carré  de  la  vîtesse  ,  et  que  Téqua- 
tion  en  z  est  du  premier  ordre,  la  valeur  de  z,  tirée  de  Té- 
quation  primitive  de  celle-ci  ,  contiendra  une  constante  arbi- 
traire qui  dépendra  de  la  vitesse  initiale  imprimée  au  mobile. 

On  peut  donc  regarder  la  valeur  de  z,  à  la  première  li- 
mite, comme  une  fonction  donnée  des  coordonnées  initiales 
X  et  y.  Ainsi  dénotant  cette  fonction  par  la  caractéristique  A, 
on  aura  la  condition 

Le  cas  du  vide  n'a  aucune  dilEculté,  car  en  faisant  çz  =  o, 
•n  aura  l'équation 

^ — r  =  const.  = =  » 

où  K  n'entre  pas. 

* 

Ensuite  on  a  z'  — •  ag-rro,  d'où  l'on  tire  z:=2^-|'  fi.  Eit 
rapportant  cette  équation  à  la  première  limite  ,  on  a 
Zo  =  2g*Xo  -f-  b ,  d'où  b  •=.  Zq —  SigXo-  Ainsi  la  valeur  com- 
plète de   z  sera 

z  =  2g-(x— a:o)^-z^ 
Or  l'équation   en  y'  donne 

équation  qui,     par  la   substitution   de  la  valeur  de  z,   de- 
vient celle  de  la   cycloïde    ordinaire. 

Soit,  pour  abréger, 

t  =  — =  +  ÛAÇZ  , 
V/z 

le  problême  général  dépendra  de  ces  trois  équations  du  pre- 
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nner  ordre. 


—  j 


v^(i  +yo  ~  Va 


=  0, 


a' — 2g + 2<fz  X  v'ci  +y*)  =0. 

Si  on  prend  la  dérivée  de  ^,  on  a 

\2Z.^  ) 


d'où  l'on  tire 

1  >         2x'<pz  —  t' 

—^— 2X9^2=  ;7 ; 

2a* 

cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci- 
dessus^   on  aura 

mais  la  troisième   donne 

«'  =  2g^— 2Ç2  X 1/  (1  +yo; 

substituant    cette  valeur   dans    la    dernière  équation  aprèi 
l'avoir  multipliée  par  t!  y   elle  se  réduira  à 

Or  on  a 

f ,/(.  +y")  =  (rv/o+yo)'---^^J 

c-t   la    première   équation    donne  — r*^- — 77^  =  — =  :     donc 
^  ^  |/(i-ryO        y  a 
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réquaden  qa*oii  vient  de  trouver^  deviendra 

ya 

.  dont  la  primitiye  est 

ya 

et  ai  on  substitae  encore  ici  pour  t  sa  valeur  "^  ;L      tirée 

y  Va 

de  la  première  équation ,  on  aura 

^     y  Va 

Ainsi  on  a  la  valeur  de  x  qu'on  substituera  dans  l'exprès- 
non  de  t  de  la  première  équation  ;  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
combiner  cette  équation  avec  la  troisième  pour  en  éliminer  2. 

Considérons  maintenant  l'équation  aux  limites  Û^ —  ^/o=o  ; 
supposons^  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  ,  que  les  deux 
limites  soient  indépendantes  lune  de  l'autre ,  on  aura  sépa- 

rément  L^  =  o ,  t/,  =  o. 

Or  en  faisant  dans  l'expression  de  Û  donnée  plus  haut  le» 
substitutions  nécessaires  ^  on  a 

yz 


Cette  expression  ,  en  mettant  pour  s'  sa  valeur 
aj  —  a tz  X  1/  C 1  +y ^  )  et  réduisant ,  devient 
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où  t  est  mise  pour  — r=.  -f-  ^^^j   comme  on  Ta   employée 

ci-dessus  ;  desorte  qu'en  substituant  encore  à  la  place  de  t 
sa  valeur  donnée  par  la  première  équation ,  on  aura  plus 
simplement 

\y\/a        ^  )    ~  V^a 

Cette  valeur  de  V  devra  donc  être  nulle  aux  deux  limites. 
Pour  la  première  limite  ;  nous  avons  vu  ci-dessus  que  Ton 
a  en  général  «.=  A(Xo,  ^o)  ;  donc  prenant  les  variations  , 
on  aura 

desorte  que  Téquation  1/0  =  0  donnera  celle-ci  : 

+  (-^  +  A'(>)  X  K^.-  c. 

Pour  la  seconde  limite ,  on  aura  aussi  Û^-=zo ,  équation 

dans  laquelle  la  variation  z^  demeurant  indéterminée^  ilfau-- 
dra  la  faire  évanouir  en  égalant  à  zéro  son  coefficient  Afi 
Ainsi  on  aura  la  condition  Ai  =  o,  qui  servira  à  détermi- 
ner la  constante  arbitraire  b  de  la  valeur  de  A  trouvée  plus 

haut.  Cette  condition  donne -rz  +6=0,  d*où  Ton  tire 

y.  Va 
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Desorte  que  Texpression  complète  de  k  sera 
d*où  l'on  aura 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  à  la  première 
limite. 

A  l'égard  de  l'équation  de  la  seconde  limite^  elle  sera  sim- 
plement,  à  cause  de  Ai  =0^ 

-7-+i^i  =  o,    savoir,  x,  +yiXji  =  o. 

Cette  équation  est  tout-à-fait  semblable  à  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  premier  exemple ,  et  d'où  nous  avons 
conclu  que  la  ligne  la  plus  courte  devait  couper  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  seconde  limite.  Ainsi  la  même 
conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne  de  la  plus  vite  des- 
cente ,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  résistance  du  milieu. 

Revenons  à  la  première  limite.  En  substituant  dans  l'équa- 
tion de  cette  limite  pour  a©,  sa  valeur,  elle  devient 

Maintenant  si  on  désigne  par  {y\)  la  dérivée  de  l'ordonnée^ 
de  la  courbe  qui  forme  la  première  limite,  on  aura,  comme 

on 
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on  l'a  VU  dans  le  premier  exemple^  l'équation  j'o— "(y o)^o=o* 
Donc  si  on   substitue  dans  l'équation  précédente  ^  au  lieu 

^^  yo>  «  valeur  (yo)^o>  la  variation  x^   demeurera    arbi- 
traire,  et  il  faudra  vérifier  l'équation ,  en  égalant  à  zéro  la 

coefficient  de  x^^  ce  qui  donnera 


:^  + 


A'(x,) 


(yo"y) 


équation  à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  cons- 
'   tantes  arbitraires. 

Supposons  ^  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple ,  que  la  vi- 
tesse initiale  i/z^  soit  donnée  indépendamment  du  lieu  de  dé- 
part; on  aura  alors  2o.=  aune  constarUe;  donc 

# 

A  (xo ,  j^o)  =5=  const. 
et  parconséquent 

A'(a:J  =  o,         A'(y,)  =  o, 
et  l'équation  précédente  deviendra 

4-  +  (yo)=o,      savoir:  i+y«(yo)=o. 

Dans  cette  équation  (^yj  )  exprime  la  tangente  de  Tangle 
que  fait  avec  l'axe  des  j;^  la  tangente  à  la  courbe  de  Ifi  pre* 
mière  limite^  dans  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  U 
ligne  de  la  plus  ^te  descente  ^  c^yi  exprime  la  tangente  d» 
l'ongle  que  fait  avec  le  même  axe.  la  tangente  à  cette  même  . 
ligne  au  point  de  la  seconde  limite  ;  et  il  suit  de  cette  équa- 
tion ^  comme  nous  l'avons  vu  dous  le  premier  exemple,  que 

U 
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la  diiFérenoe  de  ces  deux  angles  doit  être  égale  i  un  angl  e 
droit.  Donc  il  £aadra  que  la  tangente  à  la  courbe  de  la  pre- 
mière limite  soit  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  ligne  de 
la  plus  vite  descente  au  point  de  la  seconde  limite  ;  et  comme 
nous  ayons  déjà  vu  que  cette  tangente  doit  être  perpendicu- 
laire à  celle  de  la  courbe  de  la  seconde  limite  ;  on  en  con- 
clura que^  dans  le  cas  dont  il  s'agit^  la  courbe  de  la  plus  vite 
descente  devra  rencontrer  les  deux  courbes  des  limites  dans 
des  points  où  les  tangentes  soient  parallèles  entr'elles. , 


si  on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  toujours  celle 
que  le  corps  acquerrait  en  tombant  d'un  même  point  donné  ; 
nonunant  h  la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  de  Taxe  hori- 
zontal des  ordonnées  y  y  on  aura  A  -f-  ^o  pour  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  initiale  dont  z^  est  le  carré  ;  et  les  principes  de 
la  mécanique  donneront 

Donc  A(j7o,  yo)  =  ûg(A+aro);  et  de  là  A'(j:J  =  ag* , 
A'(^o)  =09  ce  qui  réduira  l'équation  de  la  première  li- 
mite à  celle-ci  : 

;7-  +  Cyo')=o,      «avoir:   i+yo(y)o  =  o, 

laquelle  montre^,  comme  oh  Ta  vu  dans  le  premier  exemple, 
que  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  aussi  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  première  limite. 

On  avait  trouvé  ces  mêmes  résultats  pour  la  ligne  de  la 
vite  descente  dans  le  vide.  (  Foyez  le  quatrième  volume  des 
Mémoires  de  Turin  ,  et  lès  Mémoires  de  l'Académ,ie  des 
Sciences  pour  les  années  1767  et  1786):  L'analyse  précé- 
dante fait  voir  que  les  conditions  relatives  aux  limites  sont 
indépendantes  de  la  résistance. 
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Si  au  lieu  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente ,  on  deman- 
dait celle  où  la  yîtesse  acquise  serait  un  maximum ,  il  faudrait 
rendre  la  quantité  2  un  maximum,  et  Ton  aurait  le  cas  où 
nous  ayons  vu  que  les  équations  générales  «e  réduisent  sim- 
plement à  (K)=o  et  (Z)=o,  savoir 


Q^«-Xp^j^]'=o, 


et  ax^'^X  V^(i+y')— >^'  =  o, 

équations  qu'il  faut  combiner  avec  l'équation  en  z 

La  première  a  pour  primitive 

et  si  on  opère  sur  ces  trois  équations  comme  on  Ta  fait  dans 
le  cas  précédent^  on  parviendra  de  la  même  manière  à  l'équation 

^^^  =  ■7^7=  +  * 

qui  donne  la  valeur  de  x;  ensuite  les  deux  dernières  équations 
ci-dessus  donneront  la  idtesse  ^z,  et  la  fonction^  en  x,  d'où 
dépend  la  fonction  cherchée. 

A  l'égard  des  limites  y  on  aura  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ; 
en  faisant  varier  à-la-fois  x,  y,  z, 

Û=iY)(y-yx)  +  iZ)ii-z'x)  +  z'i, 

T  1 

formule  qui  en  substituant  les  valeurs  de  (  K)  ^  (  Z  )  et  de  2 , 


5oo  C  A   L  C  0  C 

et  réduisant ,  devient 

Et  si  on  substitue  encore  dans  celle-ci  les  valeurs  de  âgx  et 
de  52Af£  tirées  des  deux  dernières  équations  primitives  ^  on  aura 
enfin 

Va 

Desorte  que  les  deux  équations  aux  limites  LT^  =  o  et  £^1^=0 
deviendront 

Va 

Va 

La  vitesse  initiale  dont  z^  est  le  quarré^  doit  être  donnée;  si 
on  la  suppose  indépendante  du  lien  du  départ  ^  z^  sera  une 
quantité  constante  dont  la  variation  sera  parconséquent  nulle; 

donc  Zo  =  G.  Alors  la  première  équation  se  réduira  à 

—  iioH — -=.yo  =  o. 

Pour  la  seconde  y  comme  rien  ne  détermine  la  valeur  de  z,, 
il  faudra  que  son  coeificient  soit  nul ,  et  qu'il  donne  âi  -f- 1  =0 
et  Xi  = —  1 ,  condition  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur 
de  la  constante  arbitraire  b. 

Cette  équation  deviendra  ainsi 

—  6x,  -f-  -—  x^i  =0. 
Va 

Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés ,  les 
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variations  de  x^^y^^x^y  y i  seraient  nulles  et  les  deux  équations 
seraient  satisfaites  d'elles-mêmes. 

Mais  si  la  question  est  de  trouver  la  ligne  par  laquelle  le  corps 
partant  dNine  courbe  donnée,  et  arrivant  à  une  autre  courbe 
donnée ,  acquiert  la  plus  grande  vitesse  ;  nommant  y  comme 
plus  haut ,  {jo)  et  (y,  )  les  tangentes  des  angles  que  les  taa-f 
gentes  à  ces  courbes  font  avec  l'axe  aux  deux  extrémités  de 
la  ligne  cherchée ,  on  aura  ^  ainsi  qu*on  l'a  vu  dans  le  premier 
exemple^ 

^o— (yo)io=o,  et3'i  — (y»)ii=o; 

et  ces  équations  étant  combinées  avec  les  deux  précédente»; 
donneront 

(yo  =  iv/û,  et  (yo=*/«; 

I 

d*où  Ton  peut  conclure  que  les  tangentes  aux  deux  courbes 
des  limites^  doivent  être  parallèles  entr*elles^  comme  dans  la 
courbe  de  la  plus  vite  descente. 

Ces  exemples  peuvent  suffire  pour  montrer  l'usage  de  nos 
formules  générales ,  et  surtout  des  équations  aux  limites  qui 
n'étaient  pas  connues  avant  le  calcul  des  variations  ^  et  sans 
lesquelles  on  n'aurait  que  des  solutions  incomplètes. 


FIN. 


■« 
■■> 


FAUTES  ESSENTIELLES  A  CORRIGER. 


P«gCi 


3oo 

3to 
33o 

Idem 

35o 


355 
370 


Lignef. 


18 
16 

a 

5 

14 
aenrem. 

3 

8 
10 

3 

4 

II 


ai 
5 

II 

6 


3 

\  en  rem. 


Faalet. 


-  xo 

{e-i)(c-a). 


(♦/-/;) 

fx 

cette  fonction  des  Tariables. 


% 


mfinie 

tapérieur 

—  i«n'«*-v-- 

du  petit 

da  grand 

aux  numérateurs 
espretsions  jr . . 


des   denx 


y  devient  y ,»" • 

P(x,y*  «),.•-.' 

r('yf)f 

/•('.r). 

au  nnmërateur  dn  deuxième 
membre    de     la     seconde 

e^ation:  I  —7-  j  > 


./» 


F(x. 


f"Xf  )  '_ 


Corrections. 


*--f-o. 

/'•/ISO,  F"'n=:o. 

c  (c — i)  (c — a). 


'"i-fj) 


cette  fonction  en  fonction  dc3 

variables, 
nulle, 
inférieur. 
—  (ar— «)n'M. 

dn  demi-petit, 
du  demi-grand. 

ydx. 

y  devient  jr. 


GD 


.0 


_    J^(') 


f{x....) 


F-iz) 


'.!AY  1  8  193t: 


^ 


